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A matematikarol altalanossagban

., Elsé pillantasra hihetetlennek tiinik, hogy egy olyan tiszta és érzelmektél mentes tudomdany, mint a matemati-
ka, barmi hasznalhatot tudna mondani arrdl a ziirzavaros, szervezetlen és kiszamithatatlan vilagrol, amelyben
éliink. — Szerencsére azt tapasztaljuk, hogy amikor megértiink valamit, ami kordbban titokzatosnak tiint, a dol-
gok mégott rend, formak és jozan ész huzodnak meg.”

— B. H. Rivett, idézi Sydsceter és Hammond (2000. 323. 0.) —

Tobb mint kétezer éve minden miivelt ember szellemi fegyvertarahoz tartozik némi jar-
tassag a matematikaban. A diszciplindval kapcsolatban mindenki 6riz magdban valami-
lyen emléket; a kialakitott vélemények igen nagy eltérést mutathatnak. Szinte senki sem
viszonyul semleges moédon a matematikahoz. Mindenki foglalkozik vele bizonyos ideig,
mert iskolarendszeriinkben az egyik leghangstlyosabb tantargy. Tanulmanyaink befejez-
tével is sokszor keriilhetiink kapcsolatba vele kozvetetten a technikai segédeszk6zoktol
kezdve a korszellem néha csak finoman érzékelhetd, néha szembe6tld arnyalataig (Ku-
pas, 1997). A tudomannyal kapcsolatos egyik legaltalanosabban elfogadott nézet szerint
ez olyan szigort szabalyokra épiilo targy, amelyet az emberek tobbsége az oktatasban
szerepld targyak rendszerében a legnehezebben elsajatithatdo kategoridba sorol. Sokan
egy kiilon vilagként kezelik, amely az emberek tobbsége szamara érthetetlen és megko-
zelithetetlen, csak néhany ember remélheti, hogy valaha is megérti ezt a nagyon abszt-
rakt tantargyat. Sokak szamara szemléletmodja idegen, a problémai érdektelenek,
ugyanakkor masok érdekesnek és lényegesnek latjak mindezeket.

A matematika a maga elvontsagaval, egzaktsagaval, szilard, axonometrikus formaja-
val az Osszefiiggések és szabalyok kimerithetetlen tarhaza, amely kevés ismeret birtoka-
ban is kivalo terepe lehet a szellemi tevékenységnek (Gyarmathy, 2001). Téves kovet-
keztetésekhez jutnank azonban, ha azt gondolnank, hogy az ember kész matematikai ké-
pességgel sziiletik. Az 6roklés bar meghatarozza a megismerd folyamatok bizonyos saja-
tossagait, de az adott potencialitasokbol csak a targyakkal, az eszkdzokkel, a technika-
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val, a kultiraval val6 aktiv kapcsolat révén alakul ki az analizald és szintetizalo, az elvo-
natkoztatd és altalanosito stb. tevékenység képessége, melyek alapjat adjak azon képes-
ség kialakulasanak, hogy a valtoz6 viszonylatdban az allandé megragadésara legylink
képesek. Ha ezek a feltételek adottak, akkor a matematikaval valé aktiv kapcsolat révén
megindulhat a matematikai képesség struktirajanak kialakulasa (Rosca és Zorgo, 1973).
Ha ismerjiik a struktira osszetételét és fejlodésének dinamikajat, akkor lehetdségiink
nyilik arra, hogy a matematikai képesség alakulasat megfelelden befolyasolhassuk és
hozzajarulhassunk tokéletesebb strukturalédasahoz.

Hogyan lehetne azonositani a matematikabol tehetséges gyermekeket? Egyaltalan ki
tekinthetd matematikai tehetségnek? Vannak-e olyan dsszetevok (képesség-komponen-
sek), amelyek kifejezetten a matematikai képesség 0sszetevOinek nevezhet6k? Hogyan
lehetne feltérképezni a matematikai képesség strukturajat, dsszetételét? Az utobbi kér-
désre a valasz talan kézenfekvonek tlinik: matematikai feladatokon és problémakon ke-
resztiil. Aki a matematika titkat a problémak tajan keresi valdsziniileg nem nagyot fog
tévedni. A matematika barmely 4gahoz tartozo6 feladat elemzése hozzajarul a feladatok
megoldasahoz sziikséges matematikai gondolkodas természetének megismeréséhez.

Elméleti attekintés

,, ... bamulatos és mély titok, miért rendelkezik az emberi értelem kivételes matematikai képességekkel...”

— P. Davies (1995. 165. 0.) —
A matematikai gondolkodas kiilonb6z6 megkozelitései

Ha tavolrol kozelitiink a matematikdhoz, akkor azt a tevékenységet, amely altala és
benne teljesedik ki hasonlithatjuk olyan agytorndhoz, szellemi eréfeszitéshez vagy jaték-
hoz, amelyben lemérhetjiik képességeinket, kiprobalhatjuk sajat talalékonysagunkat. A
jatékra altalaban mindenki szivesen vallalkozik. A jaték tobbnyire mindenki szdmara va-
lamiféle sajatos biivkdrrel bir, amelynek talan legfontosabb oka, hogy benne el tudjuk fe-
lejteni korlatainkat, élvezziik, hogy mas szabalyok uralkodnak, mint amelyek kényszeri-
td erdvel vannak jelen mindennapjainkban. A jatékban a szabalyok emberi mértékiiek,
rank szabottak. Szabadon mozoghatunk benne, toliink fiigg, hogy a hatarokat hol huizzuk
meg, akarmikor kiléphetiink beléle minden kockazat és felelosség nélkiil. Bar a matema-
tika kiilonos terepe a jatéknak — hiszen nagyfoku szabadsaggal rendelkeziink: szabadon
tehetiink fel Gjabb és Gjabb kérdéseket, félretehetjiik, akarmikor elovehetjiik, sajatos stra-
tégiakat alkalmazhatunk, véleményezhetjiik, hogy valami tetszik-e szamunkra vagy sem
—, am gyakran érezhetjiikk, hogy amivel jatszunk az nem feltétleniil csak toéliink fligg.
Hordozza annak a vilagnak a vonasait, amit talan éppen felejteni szeretnénk. Egy felad-
vany megoldasat csak addig tekintjiik jatéknak, amig a valasz mindenki szamara kézen-
fekvo, ameddig kényszerité er6k nem Iépnek fel. Ha komolyabbra fordul a dolog, ha mar
valamiért er6lkddniink kell, vagy ha megsejtjiik, hogy barmi mas modon koze van a va-
losaghoz, akkor az mar mas, sokan kiszallnak a jatékbol, ha nem feltétleniil sziikséges,
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akkor nem akarnak vele kiillonosképpen foglalkozni. Gyakran tagadjak, hogy értelmes
dolog lenne a matematikai lényeget latni a vilagban, s kiilonosnek, érthetetlennek, erdlte-
tettnek érzik ezt a nézetet (Kupds, 1997).

Az egyének nagyon kiilonboznek egymastol a matematikai megértés képességében,
amely képesség az évek mulasaval jelentdsen valtozhat. Néhany gyermeknek mar a kez-
deteknél is nagy nehézségei lehetnek, mig masok eljutnak egy bizonyos szintre, majd le-
romlanak. Természetesen vannak olyanok is, akik nagyon tehetségesek, és ugy tinik,
hogy a képességiik ,,végtelen” annak kibontakoztatasa szempontjabdl. Mi okozhatja eze-
ket a kiilonbségeket? Genetikai okokkal magyarazhatok ezek a kiilonbségek, vagy mas
okai vannak? Miért van az, hogy némelyek egy bizonyos pont utan mar nem képesek
matematikai médon gondolkodni? Melyek azok a képességek, készségek, amelyek a ma-
tematikai gondolkodas alapjat képezhetik, vagyis a matematikai képesség dsszetevoinek
nevezhetok? Sternberg (1998) szerint, ha valakinek az a célja, hogy a matematikai gon-
dolkodas megértése céljabol egy feltételrendszert allitson 0ssze — amelyben az Osszete-
vok sziikséges és elegenddek a konstrukcidé megértéséhez —, csalodott lesz. A matemati-
ka ugyanis nem egy klasszikusan definialt elmélet, amelyben a sziikséges ¢és elegendd
feltételek jol meghatarozottak; nincs elfogadott nevezéktan arra vonatkozéan, hogy me-
lyek azok a képességek, amelyeket matematikainak nevezhetiink (Csikos és Dobi, 2001).

A matematikai gondolkodasnak szamos megkozelitése ismert. Az egyik és talan leg-
kidolgozottabb modell, az igynevezett prototipus modell szerint a matematikai gondol-
kodasnak nincsenek jellegzetes 0sszetevoi, inkabb csak karakterisztikus vonasai vannak,
amelyek a szerkezetre nézve jellegzetesek. Ezt a modellt Rosch (1973, 1978) adta meg,
¢s a késobbiekben Medin és Smith (1984) dolgozta ki. Az még nem egyértelmii, hogy a
matematikai gondolkodasnak egy prototipusa van-e, valdszinisithetden nemcsak egy
ilyen prototipus létezik, hiszen a matematikai gondolkodas eltérést mutathat a matemati-
ka kiilonboz6 teriiletein, vagyis feltételezhetden mas képességek sziikségesek példaul az
analizis, mas az algebra és megint mas a statisztika teriiletén. Az 9sszetett prototipus léte
latszik a legvalosziniibbnek (Sternberg és Horvath, 1995), ennek magyarazata lehet az,
hogy akik kivalo statisztikusok, nem feltétleniil a legkivalobbak az algebra teriiletén, és
persze mindez megforditva is igaz.

A karakterisztikus vonasok jellemzdit nagymértékben befolyésolja az, hogy a prob-
1émat milyen oldalrél kozelitjiik meg. Miel6tt ratérnénk a szamunkra legfontosabb két
megkdzelitési modra, a matematikai €s pszichologiai (pszichometriai) megkozelitésekre,
két masik, az antropoldgiai és a pedagdgiai megkdzelités jellemzot vizsgaljuk meg. A
kultur-kognitiv pszichologusok azt akarjak meghatarozni, hogy a gondolkodés egyes
elemei a kultira mely komponenseivel vannak kapcsolatban. Az, hogy milyen matema-
tikat alkotunk meg, bizonyossaggal fligg a kulturalis tényezoktol is, ugyanakkor a ma-
tematikai gondolkodast — barminek legyen is az tekintheté —, semmiképpen nem tekint-
hetjiik kulturalis eredménynek. Az egyes nemzetek kozott 1ényeges stilusbeli kiilonbsé-
gek vannak, mas elveket részesitenek elényben a franciak, mint az angolok; néhany afri-
kai népnél példaul a miénktdl jelentés mértékben eltéré szamfogalom van, és a sor to-
vabb folytathat6. A vilagkép azonban barmelyik kultirarol is legyen sz6, mégis kerek és
egész. A kinai kultiraban példaul, ahol a matematika tanulasa és a problémamegoldas
soran az abakuszt hasznaljak, a tanulok mas képességei fejlédnek ki, mint azokban a kul-
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turakban, amelyekben a szamoléashoz a papir-ceruza modszert hasznaljadk. Mas képessé-
geket sajatithatnak el azok a didkok, akik olyan kultiraban élnek, ahol az emlitett teriile-
teken a szamolo- és szamitogépekre hagyatkoznak els6sorban (Sternberg, 1998). A kul-
turak kozotti eltérések vélhetéen a nyelv logikajaban rejlé kiilonbségnek is kdszonhetok.
Ez a fajta megkdzelités megmutatja, hogyan valtozhat egy konstrukcid természete térben
¢és idoben. A kognitiv oktataspszichologus az oktatas olyan alapelveit kivanja meghata-
rozni, amelyek a matematika oktatasa és tanuldsa szamara relevanciaval birnak. A men-
talis folyamatok megismerésének egyik modja lehet fejlesztésiik, majd a megfeleld ko-
vetkeztetések levonasa — mit volt konnyebb és mit volt nehezebb megtanitani (Brown,
1974, 1975; Brown és Barsclay, 1976). A pedagdgiai megkdzelités kitagitja a matemati-
kai gondolkodas prototipusait, beleértve azokat a valtozasait, amelyek tulmutatnak a tisz-
tan kognitiv valtozasokon. A prototipust ha egészként tekintjiik, annak részévé valik a
hozz4aallas, a kapcsolatok és a szocialis kotottség. Bransford és munkatarsainak kutatasai
(1988) megmutattak, hogy a matematikai gondolkodas és a tanulas erésen fiigg a kontex-
tustol. Azok a gyerekek messze jobban tanuljak a matematikat, akik szamara a probléma
valodi problémat tiikrdz, vagyis jelentéssel és valodi tartalommal bir. Bransford és kol-
légai akkor érték el a legnagyobb sikereket a matematika oktatdsaban, amikor a diakok-
kal kontextusba agyazott problémakat oldattak meg. Ezek a problémak mar alig hasonli-
tottak az oktatasban alkalmazott matematikai tananyagra.

A matematikai megkozelités

A legtobb ember szdmdra a matematika az iskolai tananyagban szereplé anyagré-
szekrol kialakitott impressziokbol és a tanarral vald interakciobol all dssze (Dreyfus és
Eisenberg, 1998). Az iskolaban tanitott matematika szempontjabol nem relevans az a ki-
jelentés, hogy a matematikat felfedezik vagy feltalaljak, illetve az a kijelentés sem, hogy
logik4jat tekintve arisztotelészi vagy valamilyen mas logikara épiil. A tananyag egysze-
riien 0sszefoglal, mikdzben fogalmak és kiilonb6z6 problémak elsajatitasat koveteli meg.
Tag értelmezés szerint a matematika nem mas, mint valamiféle probléma megoldasa. A
matematika kiilonboz6 agait figyelembe véve (geometria, topologia, analizis, kom-
binatorika, logika, szamelmélet stb.) rogton szembetalalkozunk annak soksziniiségével, a
feladatok kiilonbozdségével. Mindez a sokszinliség az adott probléma nehézségére és
strukturajara vonatkozik. Mindenki tapasztalhatta tanulmanyai soran, hogy a feladatok
koziil azok bizonyultak nehezebbeknek, amelyeknél a feladat megoldasi menete nem
magatol értetddik. Vannak olyan problémak amelyek rutinszeriek, a megoldoja felisme-
ri, hogy milyen eljaras alkalmas a probléma megoldasahoz és képes azt helyesen alkal-
mazni. Példaként emlithet6 a kovetkez feladat: (40 +60)—(20/5)=?. A legtdbb iskola-
zott feln6tt szamara a feladat megolddsa nem jelent problémat, a megoldast kdnnyen ki
tudjék szamitani. A megoldd képes a probléma reprezentdlasara és végrehajtasara: tud
Osszeadni és osztani, majd az eredményeket ki tudja vonni egymdasbdl. Az ilyen jellegli
problémak nem tekintheték valddi problémaknak abban az értelemben, hogy a megoldo-
nak a megoldason nem kell hosszasan eltoprengenie. Maher és Martino (1998) bar meg-
hatarozonak tartjdk az alapvetd matematikai készségek (példaul szdmolasi készség) ta-
nulmanyozasat is, am a jobb matematikai teljesitmény kulcsdnak a matematikai problé-
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mak megértését tekintik. Problémardl akkor lehet besz€lni (altalanos értelemben), ami-
kor adott a cél, de nem ismerjiik a célhoz vezetd utat. Az alabbi feladat egy olyan prob-
1émat reprezentdl ami nem rutinszerli, a megoldas nem trivialis, vagyis a megoldé nem
tudja azonnal megtalalni a megoldast: 6 millio forintért vasaroltunk egy lakast, amelyet
késobb 7 millio forintért eladtunk. Késobb visszavasaroltuk 8,5 millioért és ismét eladtuk
9 millio forintért. Mennyi hasznunk szarmazott?

A matematikai problémamegoldas atyjanak Polya Gyorgyot tekinthetjiik, akit mate-
matikusi palyafutdsa kdzben folyamatosan foglalkoztatta az, hogyan gondolkodnak a
matematikusok, hogyan fedeznek fel dolgokat és hogyan oldjak meg a problémakat. A
gondolkodas iskoldja (Polya, 1957) cimli miivében Polya elutasitja azt a nézetet, amely
szerint a problémamegoldasnak Iétezne szisztematikus elmélete, véleménye szerint a
problémamegoldds miivészet. A problémamegoldas tovabbi tanulmanyozdsa soran
egyetértés mutatkozik abban, hogy a tanulok gyakran kidolgozott példakon keresztiil in-
duktivan tanulnak (4nderson, 1993; Simon és Zhu, 1998). Az induktiv gondolkodas mel-
lett, az analogias gondolkodas is kitlintetett szerepet kapott a matematikai gondolkodas
vizsgalatanak folyamataban. Egy 0j probléma analdgian keresztiil torténé megoldasa so-
ran a tanulo egy hasonlo problémat hiv eld, majd ezek utdn a megoldas érdekében a két
probléma kozotti leképezést probalja megvalositani (Holyoak és Thagard, 1989). A
problémamegoldd gondolkodas tovabbi vizsgalatai a sémak hasznalatat nevezik meg a
teljesitmény egyik fontos dsszetevdjeként (Schoenfeld, 1988).

Arra a kérésre tehat, hogy mi a matematika nehéz valaszolni. Olyan dologrél van sz6
benne, amit maga az ember gyartott, vagy csak felfedi egy magasabb istenség munkajat?
A logika vagy az intuicié6 dominal benne? Az absztrakcidt magaban rejti, vagy ez csak
kommunikacidjanak kozvetitd eszkdzeként szolgal? Szamos kérdés fogalmazhaté meg,
amely alapjan ugy tiinik nincs minderre megnyugtatd és egységes valasz, a szemlélet-
moddok ¢és a kiilonbozé megkdzelitések mas és mas aspektusbol lattatjak és vilagitjak
meg a kérdés problematikajat. De a probléma talan konnyebben kozelitheté meg, ha azt
kérdezziik, hogy mi jellemzi a matematikai gondolkodast.

A matematikaban két gondolkodasi iskola kiilonithet6 el. Az egyik szerint a matema-
tikai érvelés sokkal tobb mindennel foglalkozik, mint az egyedi probléméak megoldasa-
hoz sziikséges gondolatsémakkal. Egy olyan gondolkoddsmoédot foglal magéaba, amely
az esztétika szubjektiv mércéjével mérhetd. Sokan (pl. Hardy, 1940; Halmos, 1968; Ku-
pas, 1997) hangsulyozzak az esztétikai tényezok matematikaban betdltott szerepét. A
matematikdban tehetiink néhany 1épést mechanikusan, de a megértés elengedhetetlentil
sziikséges ahhoz, hogy a lényegi részhez eljuthassunk. A megértés érzése bels6 gazdag-
saggal bird, szines élmény. Az esztétikum altal gyakran megértiink valamit, még akkor
is, ha sokszor nem is tudjuk pontosan kifejezni, hogy valdjaban mi is az (Kupds, 1997).
Amikor azonban az esztétikat is figyelembe vessziik, a matematikai gondolkodas értéke-
Iése bonyolultta valik. Ezen nézOpont szerint egy matematikai strukturdhoz vagy megol-
déashoz nem elég megoldani a problémat, kiszamitani a feladat megoldasat, hanem mind-
ezt elegansan is kell tenni. A matematikai gondolkodas sokkal tobbnek tekinthetd, mint
matematikai problémakat kezelé és megoldd képességnek, szoros Osszefiiggést jelez az
esztétikummal (Courant és Robbins, 1966; Halmos, 1968). Az esztétikumot felfoghatjuk
ugy is, mint amin keresztiil feltarulnak a rejtett mélységek, ami tobb, mint a megszokott
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részletek megnyilvanulasa (Kupds, 1997). A masik iskola nézépontja szerint a tanterv és
a tanitds nem alkalmas arra, hogy az emberek tobbsége fogékony legyen a matematikai
gondolkodasra. Allitasuk szerint a didkok nagy részének — az alacsony képességszintjiik
kovetkeztében — a legegyszertibb problémak is nehézségeket jelentenek. Ezért el kell fe-
lejteni az eleganciat, mindaddig, amig a gyerekek egyszeri modszerekkel sem képesek
problémakat megoldani. Az ilyen problémak szama azonban végtelennek tiinik (Mason,
Burton és Stacey, 1982; Orton, 1992; Gillman, 1994; Selden, Selden és Mason, 1994).

A két nézéponton beliil szamos kapcsolddasi pont talalhaté. A matematikai gondol-
kodas kritikus elemei az analdgiaval, a strukturaval, a reprezentacioval, a vizualizacioval
¢s a gondolkodas reverzibilitdsdval adhatok meg. Feltételezhetdé azonban, hogy a mate-
matikai gondolkodas tobb, mint ezen kiilonb6z6 oldalak 6sszessége.

a) Analogias gondolkodas

A matematikai gondolkodasi képesség fejlesztésének egyik nagyon fontos kulcsa,
hogy az ember megtanuljon analégiakat keresni. Csapo Bend és Korom Erzsébet (1998)
szerint az analdgias gondolkodas kiilondsen fontos szerepet jatszik a megértésben és a
tudas 1) helyzetekben val6 alkalmazasaban, felhasznaldsdban. Az analdgiak keresése és
megtalalasa éppugy tanulhatd, mint az, hogy az ember egy problémaval talalkozva kér-
déseket tegyen fel onmaganak. Polya Gydrgy mestere volt a gondolatok analogiakkal va-
16 szemléltetésének. Ugy vélte, ha a probléma megadasa szigortian kotott, akkor azon la-
zitani kell: el6szor meg kell oldani az egyszerlibb problémat, aztan intuitiv médon hasz-
nalni kell azt a komplexebb esetre. A haromdimenzios problémaknak nagyon gyakran
van kétdimenzios megfeleldje, a sikbeli problémak pedig legtobbszor visszavezethetok
az egyenesre. El6szor mindig az egyszerlibb eseteket kell megoldani, és ennek segitségé-
vel lehet attérni az egyik problémarol a masikra, amellyel meg lehet tanulni az analogia-
keresés heurisztikajat.

b) Struktura

A struktura a matematika egyik f6 alkotdeleme. A struktira valasztja el a matemati-
kat a tobbi természettudomanytol. A matematikaban a tényeknek kevésbé van jelentdsé-
ge, sokkal fontosabbak a tények kozotti kapcsolatok, a kapcsolatok kozotti kapcsolatok
¢és ezaltal a struktira. A matematikaban igazolhat6 ténynek felel meg a struktira és az
Osszefiiggés (Courant és Robbins, 1966). A struktura meghatarozasanak képessége a ma-
tematikai gondolkodas kozponti részét képezi. A struktura eldrulja, mit lehet és mit nem
lehet tenni, ezaltal fejleszti az egyén itéléképességét. Felismerése egy adott probléma-
ban, alkalmazasa egy szitudciora noveli a problémamegoldas hatékonysagat €s rugal-
massagat. Kiilonbozé problémak esetén ugyanazon struktira felismerése, a probléma
analogias megoldasat jelenti. A struktira segitheti az emlékezést, a rendszerezett tudast
ugyanis konnyebb felidézni, mint a rendezetlen, strukturalatlan tudast (Dreyfits és
Eisenberg, 1998).
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¢) Reprezentdcio

Barmilyen matematikai allitas, fogalom vagy probléma kifejezéséhez sziikséges an-
nak reprezentaldsa. A reprezentacio torténhet formalisan vagy informadlisan, vizudlisan
vagy verbalisan, explicit vagy implicit médon. Minden reprezentacié kifejezi az infor-
macid egy részét, de sohasem képes az egész megragadasara: bizonyos aspektusokat
hangstlyoz, mig masokat a hattérbe szorit. Ennek ellenére a matematikai gondolkodas
szempontjabol relevanciaja tagadhatatlan, foleg ha egynél tobb reprezentaciot haszna-
lunk parhuzamosan és azokat 6ssze is kapcsoljuk. A matematika ereje — a struktira mel-
lett — a reprezentaciotol fliggetlen tulajdonsagokban €s a reprezentaciok kozotti kapeso-
latokban is megmutatkozik.

d) Vizualis gondolkodas

A vizualis-téri képesség kifejezés alatt a két- és haromdimenzids alakzatok észlelésé-
nek és az észlelt informacioknak a targyak és a viszonylatok megértésére, valamint a
problémak megoldasara valo felhasznalasanak képességét értjiikk. Ez a meghatarozas ma-
gaba foglalja a téri ingerek kodolasat, felidézését, 6sszehasonlitasat és atalakitasat lehe-
tové tevo, egymassal Osszefiiggd képességek sorat (Salat és Séra, 2002). A matematika-
ban gyakran és egyre nagyobb értékkel felruhdzva hasznaljak a vizualizacidt. Nemcsak a
matematikusok szamara lehet jelentds a képi szemléltetés, hanem a hétkéznapi matema-
tikai gondolkodasban is sokoldalti eszkdzként szolgalhat. Kutatasok bizonyitjak (pl.
Bondesan és Ferrari, 1991), hogy a gyengébb képességli tanuloknal jo segédeszkoz le-
het a képi szemléltetés egy probléma megoldasara. A matematikai gondolkodéasban a vi-
zualizaci6 a flexibilis gondolkodasmod eszkdzeként szolgal.

e) A gondolkodas megfordithatosaga (reverzibilitds)

Ez egy olyan képesség, amely csak gyakorlassal alakithato és fejleszthetd. A gondol-
kodas megfordithatosaga velejardja a jo matematikai gondolkodasnak, amely elsdsorban
a flexibilitason keresztiil érezteti jelentékeny hatasat.

Pszichologiai és pszichometriai megkozelités

A matematikai képességek problémaja a pszicholégusokat mar az évszazad eleje 6ta
foglalkoztatja. A legalaposabb ¢és legsokoldalubb elemzést Krutetki (1968) végezte. Fel-
tarta azokat a sajatossagokat, amelyekkel a matematikaban jo teljesitményt nyujtod tanu-
16k gondolkodasa jellemezhetd: (a) altalanositds képessége (adatokra €s relaciokra vo-
natkozoban); (b) a matematikai kdvetkeztetések és az adatokkal kapcsolatos cselekvés-
mozzanatok Osszevonasanak, roviditésének képessége; (c) a gondolkodasi folyamatok
flexibilitasa; (d) érthetd kifejezésre, egyszerusitésre és gazdasagossagra vald torekvés;
(e) a matematikai kovetkeztetések megforditasanak képessége (inverzid); (f) dnkontroll.

Krutetki szerint a j6 matematikusokra az jellemzd, hogy nemcsak a matematikai
problémakat, de mas problémakat is matematikus modjara latnak és kezelnek. Monogra-
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fiajaban a matematikai képesség néhany egyéni, tipusos és életkorra jellemzd sajatossa-
gair6l fogalmaz meg megallapitasokat. Az egyénnel kapcsolatban a Krutetki altal vazolt
struktira négy f6 komponenséhez kapcsolodva a kovetkezd kérdéseket lehet feltenni:
Milyen fejlett az absztrahald képessége? Milyen fejlettségi foku az altalanositas, a rever-
zibilitas és a lerdvidités képessége? Ezek a folyamatok altalaban harom szinten valdsul-
nak meg: a verbalis-logikus gondolkodas, a kozvetett szemlélet és a kdzvetlen szemlélet
szintjén.

Ennek alapjan Gullasch (1971) egy hatszintli sémat konstrualt, melynek minden
egyes szintje egy-egy fejlodési szintet képvisel. Ez a hatszintli séma a kdvetkezdképpen
épiil fel: (1) a megismerd tevékenység verbalis-logikus szintjén megnyilvanul6 tokéletes
absztrahalas; (2) féként az absztrakt-verbalis szinten, részben pedig a kozvetlen szemlé-
letesség fokan megvaldosuld tokéletes absztrahalas; (3) a kdzvetett szemléletesség szint-
jén megvalosuld tokéletes absztrahalas; (4) tilnyomoéan a kozvetett és részben a kozvet-
len szemléletesség fokan megvaldsuld tokéletes absztrahalas; (5) tokéletes absztrahalas a
tulnyomodan kozvetlen szemléletesség szintjén; (6) egyetlen szinten sem 1ép fel teljes
absztrahalas. Ezt a skalat nemcsak az absztrahalasra, de a masik harom képességre is le-
het alkalmazni: az altalanositasra, az inverziora, valamint a siritésre. Specialis probak
segitségével meg lehet allapitani, hogy a vizsgalt személy teljesitménye a fenti skala me-
lyik szintjének felel meg, s az igy kapott eredményekbdl kdvetkeztetni lehet az egyén
matematikai képesség-strukturajanak vonasaira.

A matematikai képességgel kapcsolatban Skemp (1971) egy igen érdekes dologra
hivta fel a figyelmet, mely szerint a matematikai képesség strukturaldsdban az tigyneve-
zett reflektiv intelligencia is jelentds szerepet jatszik. Az értelmesség ezen formaja lehe-
tové teszi, hogy sajat fogalmainkat és mentalis miiveleteinket észleljiik, illetve hatast
gyakoroljunk rajuk. Ez a rendszer lehetdséget ad arra, hogy felfogjuk a fogalmaink és
miveleteink kozotti relaciokat, valamint ezeket a relaciokat és az emlékezetbdl felidé-
zett, vagy a kiilvilagbol kapott informécidkat szamon tartva cselekedjiink.

A fentiekben ismertetett kutatasok mellett a matematikai képességet faktoranalitikus
modszer segitségével is vizsgaltak. A pszichologiai képességek elméletében dominans
szerepet jatszik a gondolkodasi képességek leirdsara preciz terminologiat megado fak-
toranalitikus modell. Carroll (1993) nevéhez flizheté a matematikai gondolkodas proto-
tipusos vonasainak pszichometriai értelmezése. Szintetizalta a kozel félévszazados a
kognitiv képességek rendszerének feltardsat célozd faktoranalitikus kutatdsokat. Sok
ezer kognitivnek mindsitett feladat faktoranalitikus elemzését végezték el, amely ered-
ményeként az dsszetartozo feladatokat faktorok ald csoportositottak. Ezeket a faktorokat
faktoranalitikus elemzésnek vetették ala, amely a faktorok hierarchikus rendszerét ered-
ményezte (Nagy, 2000). Carroll ezen kutatasok szintézisként egy hierarchikus harom-
szintli modellt allitott fel, amelyben a kognitiv képességeket altalanos, atfogod és szik ha-
tokori faktorokba sorolta. A hierarchia csticsan, a legfels6 szinten, az altalanos ,,g” fak-
tor van. Ezt az altalanos faktort intelligenciaval kapcsolatos kutatdsai soran mar
Spearman is feltételezte (1904, 1927), és 6 nevezte ezt el ,,g”-nek. Ugy gondolta, hogy
ez az altalanos faktor olyan kognitiv mtiveletekben van jelen, ahol meg kell érteni vala-
mit; kiilonboz6 ingerek kozotti kapcsolatot illetve dolgok kozotti dsszefiiggéseket kell
megtalalni; illetve ki kell kovetkeztetni. Altalanosan elmondhato, hogy mindenféle kog-
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nitiv aktivitas feltétele, alapja ez a komponens. A matematikai tudas szintmér6 tesztek
eredményei szoros Osszefliggést mutatnak a ,,g”’-vel. Az alacsony 1Q-ju (alacsony ,,g”-ji1)
embereknek mar az egyszeri matematikai miiveletek is nehézséget jelentenek (Geary,
1993, 1994). A masodik szinten talalhatéak az atfogd képességek (Carroll, 1993): (1) fo-
lyékony (fluid) intelligencia, (2) kristalyos intelligencia, (3) tanulas és memoria altalanos
faktora, (4) vizualis észlelés, (5) auditiv észlelés, (6) a visszaidézés képessége, (7) tdgabb
értelemben vett kognitiv sebesség, (8) az informacidfeldolgozés sebessége. Az elsé szin-
ten talalhatok a sziik hatokorti faktorok (kb. 65 db), amelyek mar meglehetsen specialis
képességeket reprezentalnak. A kognitiv képességek ezen rendszerébe beilleszthetd a
matematikai képességek strukturaja (Carroll, 1998). Carroll szerint szamos elemi szintli
képesség Osszefiiggésbe hozhatd a magas szintli matematikai teljesitménnyel, ezért a ma-
tematikai képesség Osszetevoinek tekinthetdk. Carroll modellje alapjan a matematikai
gondolkodas egyik faktora a fluid intelligencia. Ez olyan altalanos képességet fejez ki,
ami komoly szerepet jatszik a kovetkeztetéses feladatok megoldasaban, egy szamsorozat
szabalyanak felismerésében, egy sorozat kiegészitésében — amelyek megoldasa induktiv
vagy deduktiv gondolkodast igényel —, illetve mennyiségekkel kapcsolatos problémak
megoldasaban. Masik lényeges faktor a kristalyos intelligencia, ami ala besorolt faktorok
foként a nyelvi képességekkel fiiggnek Ossze: szovegértés, nyelvi fejlodés, olvasasi se-
besség stb. tartozik ide. Harmadik kulcsosszetevonek tekinti a tanulds és memoria altala-
nos faktorat, ami a memoria terjedelmét (rovid idére mennyi dolgot tud megjegyezni), és
az ,,értelmes memoria” faktorat (hosszabb idére kell megtanulni értelmes dolgokat) 6leli
at. Az utolso, negyedik Osszetevd, ami a matematikai gondolkodasban dontd szerepet
jatszhat az altalanos vizualis észlelés. Ezt példaul olyan feladatok hatarozzak meg, mint
egy test és kiteritett haloja kozotti Gsszetartozo oldalak megtalalasa. A tobbi masodik
szinten 1év6 kognitiv képességekrdl nem mondhato el az, hogy kiilonosebben meghata-
roz6 szerepet jatszananak a matematikai gondolkodasban.

A szazadunk masodik felében kibontakoz6 kognitiv pszichologia laboratoriumi kisér-
leteinek eredményei a kognitiv képességekkel kapcsolatos faktoranalitikus szemlélet-
modtol eltérd értelmezésre adnak lehetéséget (Nagy, 2000). Amig a képességek faktor-
analitikus kutatdsa makroszintli megkdzelitésnek tekinthetd, addig a gondolkodasi ké-
pességek komponenseinek (kognitiv rutinok, képességek, ismeretek) vizsgalata mikro-
szintlinek mondhat6 (Nagy, 1998). Nagy Jozsef mas szemszogbdl vilagitja meg a kogni-
tiv képességeket. Nagy (1998) szerint a kognitiv kompetencia 6roklott és tanult informa-
ciokezeld komponensek komplex rendszere. A rendszer komponensei kozé sorolja a ru-
tinokat, készségeket, képességeket, motivumokat és ismereteket. Nagy modelljében a
kognitiv rutinok olyan pszicholdégiai komponenseknek tekintenddk, amelyek funkcidja
az informdcidfeldolgozas. A kognitiv rutinok parhuzamosan megosztott halézatba szer-
vezddnek, miikddésiik tudatosan nem befolydsolhat6. Ezekbdl a kognitiv rutinokbdl bon-
takoznak ki az egyre komplexebb és egyre bonyolultabb funkcidkat szolgald kognitiv
képességek, amelyek feladata az, hogy elésegitsék az egyed aktivitdsdnak eredményes-
ségét. Miikodésiik megvalosulasanak feltétele, a rutinok egymast kdvetd aktivizalddasa.
Nagy modelljében a készségeket négy csoportba osztja: (1) merev kognitiv készség (pl.
sz6 szerint betanult szovegek); (2) ciklikus kognitiv készség (pl. szortirozas, sorképzés,
szamlalas); (3) rugalmas kognitiv készség (pl. besorolas, szelektalas); (4) komplex kog-
nitiv készség (pl. kovetkeztetéses gondolkodas, mértékvaltas). Modelljében ezek a kog-
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nitiv készségek meghatarozott rendszert alkotnak. A kognitiv rutinok egyszerti készsé-
gekké, az egyszert készségek komplex készségekké szervezddnek. A legatfogdbb rend-
szer a kognitiv kompetencia, amely hierarchikus komponensrendszerként képzelhet6 el.
A jelenleg korvonalazodo 1j elméletek alapjan a matematikai gondolkodasban (is) szere-
pet jatszo képességek tobbszintii, hierarchikus komponensrendszereknek tekintendék
(Nagy, 1999).

A matematikai tehetség

., A matematikus életének értéke, barmiféle gyakorlati norma szerint itéljiik is meg, a nullaval egyenld; és min-
denképpen jelentéktelen a matematikan kiviil. Egyetlen esélyem van csupdn arra, hogy megmenekiiljek attol,
hogy tokéletesen jelentéktelennek itéljenek meg, éspedig az, ha ugy fogjak itélni, hogy olyan valamit alkottam
meg, amely érdemes a megalkotdsra.”

—G. H. Hardy (1940. 25.0.) -

Kozismert dolog, hogy a matematika a koran jelentkezd képességek kozé tartozik
(Czeizel, 1997), megmutatkozasanak atlagos ideje a zenei tehetség jelentkezéséhez ké-
pest valamivel korabbra teheté (Gyarmathy, 2001). Deduktiv természetével, nagyfoku
fiiggetlenségével a matematika kinalja a legmeredekebb Gsvényt a magasba: talan gyor-
sabbat, mint a zene. A legtobb matematikai tehetség mar hiszéves kora el6tt komoly tu-
domanyos eredményeket ér el (Pascal, aki tételét tizenhat éves koraban kozolte nem az
egyetlen példa); majd 40 éves kor felett mar nem jellemz6 kiemelkedd matematikai alko-
tasok létrehozasa (Gyarmathy, 2001).

A kivalé matematikai gondolkodasu gyermekek mar igen koran nagy érdeklédést
mutatnak a szamok irant. Elvezettel szamolnak, kivalo szamolasi képességiikkel kitiin-
nek tarsaik koziil. A szamlalas ciklikus kognitiv képességnek tekinthetd, melyben a cik-
likussag alatt azt értjiik, hogy a készséget felépitd elemek automatizalédnak, ugynevezett
kognitiv rutinokkd szervezddnek és bizonyos komponensei ismétlddnek (Jozsa, 2000). A
jo szédmolasi képességgel rendelkezd gyerekek rengeteg idot toltenek szamoléssal, na-
gyon sok miivelet eredményét 6rzik emlékezetiikben és ezeket a kiilonbozd feladatoknak
megfelelden képesek mozgodsitani. A kivald szamolasi képesség azonban még nem jelen-
ti azt, hogy valakibdl valoban igazi matematikai tehetség valik.

Poincaré (1952) a matematikai tehetség szempontjabol két tipust kiilonboztetett meg:
a logikus és az intuitiv tipust. Az elsd logikai oldalr6l kozeliti meg a problémat, mig a
masodik inkabb a megérzéseire tamaszkodik. Hasonld kovetkeztetésre jutott Reichel
(1997) is, aki bar mas megnevezéssel, de ugyanezt a két tipust vazolta fel. Az elsének az
,elmélet-alkotd” nevet adta, a masodiknak pedig a ,,problémamegold6™-t. Az elsd, ha ta-
lalkozik egy problémaval elméleteket alkot, megragadja a jelenséget, a problémahoz
kapcsolodva leirja a sziikséges fogalmakat; logikai hierarchiat kialakitva a racionalis
gondolkodas jellemzi. A masik tipus a problémaval szembesiilve egyszeriien raérez va-
lamire, egy meglepd dolgot felfedezve jut el a megoldashoz. A két tipusnak egzakt mo-
don valo elkiilonitése azonban nem lehetséges, mert nagyon ritka az a matematikus, aki
csak az egyik tipusba tartozna, a hatarok elmosodnak (Gyarmathy, 2001).
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A matematikai tehetségnek igen sok Osszetevdjét tartak fel a kutatasok (pl. Heller,
Monks és Passow, 1993; Reichel, 1997). Bar a matematikai tehetség altalanos meghata-
rozéasaban nincs konszenzus, de vannak olyan tulajdonsdgok, amelyek a kiemelkedd ké-
pességek jelzéséiil szolgalhatnak (Gyarmathy, 2001):

— A matematikaval kapcsolatban faradhatatlan, keresi a problémakat.

— A problémat gyorsan formalizalja és altalanositja.

— Hasonlo problémak esetén a kdzbiils6 logikai 1épések kihagyasaval reagal.

— Kitartas és feladatelkotelezettség jellemzi.

— Csodalatba ejtik a tények, a formulak.

— Kivalé emlékezete van a szamokkal, formulakkal, viszonyokkal, megoldasi mod-

szerekkel stb. kapcsolatban.

— Gondolkodasmddja flexibilis; gondolkoddsan kdnnyen fordit.

— J6 vizualis képzelet jellemzi.

— A részletekben nem meriil el, az 0sszetettet egyszeriibbé teszi.

— Egyszerti, egyenes és elegans megoldasokat keres.

— Verbalis problémakat is tud egyenletben megfogalmazni és kezelni.

Az intelligencia

Jol ismert tény, hogy az intelligencia meghatarozasdban még a pszicholégusok kozott
sincs egyetértés. Jelen tanulmanyban — a 1étezd szamos definicié koziill — kiemelem
kornyezetének olyan mértékii kdlcsonhatasa soran kialakult szkémdak szellemi tervek
Osszességét, amennyire ezt szervi berendezései lehetévé teszik” (Vernon, 1969; idézi
Skemp, 1971. 16. 0.). (Az altalanos pszichologidban a szellemi strukturdkat nevezziik
szkémaknak. A matematikdban nemcsak a komplex fogalmi strukturakra hasznaljuk, ha-
nem azokra a viszonylag egyszerll strukturdkra is, amelyek a szenzomotoros tevékeny-
séget koordinaljak. A szkémaknak két f6 funkcidja van: egyrészt integraljak a meglevo
tudast, masrészt szellemi eszkdzként szolgalnak az 11j tudas elsajatitdsaban.)

A B intelligencia fogalmat Hebb vezette be 1949-ben. Az intelligencian beliil megkii-
Ionboztette az A és a B intelligenciat. Mig az elébbi az értelmi képességek kifejlodésé-
nek lehetdségére, addig a B intelligencia ennek a fejlédésnek egy késobbi idopontban
meglévo szintjére utal. A B intelligencia tehat nem mas, mint ,,megvaldsult intelligen-
cia”. Az A intelligencidval szemben — ami nem mérhetd, csak megfigyelhetd —, a B intel-
ligencia az 1Q mércéje. Az A és a B intelligencia kozott 1év6 kapcsolatot fontos hangst-
lyozni, hiszen az A intelligencia B intelligencianak alapvetd Osszetevd eleme (Hebb,
1995).

A matematika és az intelligencia

Skemp (1971) szerint a matematika a B intelligencia egyik példajaként szolgalhat.
Ennek magyarazata a kovetkezokben foglalhato dssze:
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1) A matematika tanuldsa soran a szkémak fejlddésének igen sok példajaval talal-
kozhatunk, Vernon (1969) szerint pedig éppen ezeknek a szkémaknak az 6sszes-
sége adja a B intelligenciat.

2) A matematikanak a természettudomanyokban, az ipar és a kereskedelem problé-
maindl torténd alkalmazasa olyan jelentds mértékii, hogy emiatt a matematika az
egyik legfontosabb — ha nem a legfontosabb — eszkdzt jelenti fizikai kdrnyeze-
tiink megismerése és formalasa vonatkozasaban. Amikor fizikai kdrnyezetiinket
meg akarjuk érteni, ellendrizni és a benne zajlo torténéseket elorevetiteni, akkor
ez a fentiek tiikrében nem mas, mint a B intelligencia megnyilvanulasa. Ezek
alapjan a matematika kétségtelentil a B intelligencia egyik legfontosabb fejlodését
példazza.

Az egyén intellektudlis, pszichikai miikodésébol egy sajatos konfiguracié alakulhat
ki, amely megfelel a matematikai strukturanak, betoltve a kiils6 modellalo tényezd sze-
repét. E strukturalodasi folyamat keretében az A-tipusu intelligencia alapjan alakul ki a
B-tipusu intelligencia.

Gondolatok, hipotézisek

Az Amerikai Matematikatanarok Orszagos Tandcsa szerint a matematika tobb mint fo-
galmak, algoritmusok alkalmazasanak megtanuldsa. Megkozelitésiikben a matematika
egy hatékony helyzet-felismerési modszer. Ebben a paradigmaban a matematikai képes-
ség pozitiv gondolkodasra és cselekvésre vald hajlamot jelent, ami elsdsorban a matema-
tikai tanulasi-feladatok megkozelitésében nyilvanul meg, majd altalanossagban a gon-
dolkodasukra lesz jellemz6 (National Council of Teachers of Mathematics, 1989). A ma-
tematikai képesség a valosag magyarazatara és leirasara egyetemesen alkalmazott mate-
matikai gondolkodasmodot foglalja magaba. Ahhoz, hogy az egyén megfeleld matema-
tikai képességgel rendelkezzen, és ezen képességét matematikan kiviil €s beliil, valamint
a kettd hatarteriiletén 1évé kontextusokban is alkalmazni tudja, rendelkeznie kell egy sor
olyan készséggel, amit 0sszefoglaloan matematikai készségnek neveziink. Niss (1999) a
készségeket nyolc osztalyba sorolta: (1) matematikai gondolkodas és kdvetkeztetés; (2)
matematikai érvelés; (3) matematikai kommunikacio; (4) modellezés; (5) a feladat meg-
fogalmazasa és megoldésa; (6) abrazolas, megjelenitések értelmezése; (7) szimbolikus,
formalis, technikai nyelv- és miivelethasznalat; (8) eszkdzhasznalat. A matematikai
gondolkodasmodot athatd és abban meghatarozo szerepet jatszo kognitiv képességek és
készségek olyan Osszetevoknek vagy részképességeknek tekinthetdk, amelyek a ma-
tematikai képesség szempontjabol dominanciaval birnak és a matematikai teljesitmény-
ben érhetdek tetten. A matematikai teljesitmény tesztekkel torténd vizsgalata a teriilet
objektiv jellege miatt megbizhatd, ugyanakkor az alkotd matematikusok azonositasa
mégsem megoldott (Gyarmathy, 2001). A matematikai teljesitmény hatterében — ezaltal
a matematikai képesség hatterében is — nagyon sok dsszetevo all: (1) kognitiv képessegek
(altalanos értelmi képességek, specifikus mentalis képességek); (2) kreativitas; (3) sze-
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mélyiségjellemzok (altalanos személyiség-vonasok és motivacios faktor); (4) kiilsé fel-
tételek (pl. nem, szociokulturalis hattér, életkor stb.).

A matematikai gondolkodéas szempontjabdl relevanciaval bird kognitiv képességek
felosztasat és a matematikai képesség manifesztacidjaban részt vallalo osszetevoket az 1.
abra mutatja be.

Kognitiv képességek

Altalanos értelmi
képességek

Specialis mentalis
képességek

Altalanos meméria,
Olvasasmegértés,
Tagabb értelemben vett kognitiv sebesség,
MegfigyelGképesség,

Nyelvi megértés, nyelvi fejlédés,

Analdgias gondolkodas,

Analitikus gondolkodas,

Induktiv és deduktiv gondolkodas,
Koncentraldoképesség,

Lényegkiemeld képesség,

J6 emlékez6 képesség,

Informacidfeldolgozas sebessége,

Asszociacios képesség,

Problémareprezentalas képessége,

Lanc konklziok megfogalmazasanak képessége

Fejlett térérzékelés,

Vizualizacid,

Transzformacids képesség,

Fejlett absztrahdlo képesség,

Kimagaslé szémolasi képesség,
Algoritmikus gondolkodas,

Numerikus szimbdlumok kezelése,
Mennyiségi gondolkodas (matematikai
fogalmak, relaciok, tulajdonsagok ismerete)

1. abra
A kognitiv kepesség dsszetevoi a matematikai képességre vonatkoztatva

A megnevezett 0sszetevok egy része ,,centralis”, mas része inkabb ,,periférian” talal-
hat6 (2. abra). A ,,periférian” a matematikai képességnek olyan altalanos dsszetevdi van-
nak, mint példaul az altalanos memdria, az informaciofeldolgozas, a numerikus szimbo-
lumok kezelése, az analdgias gondolkodas, az altalanos vizualis észlelés stb. Példaul a
,szamolotehetségek™ barmilyen négyjegyli szorzas eredményét pillanatok alatt képesek
fejben kiszamolni, szamolasi képességiik atlagon feliili, mégsem nevezziik 6ket matema-
tikai tehetségeknek. Kondé és Cziegler (2001) vizsgalatukban kimutattak, hogy a kogni-
tiv struktiran beliil a matematikai feladatok megoldasara valészinisithetéen nagy befo-
lyasa van a munkamemorianak, de ez csak az egyik sziikséges feltétel, ami dnmagaban
még nem elegendo.
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| ,Periférialis” dsszetevok |

‘ Altaldnos memoriakészség ‘

| Transzforméciés képesség |

Lényegkiemeld képesség ‘ Numerikus szimbélumok kezelése ‘

2 . | Problémaérzékenység |
‘ Asszociacios képesség ‘ ‘Koncentralokepesseg‘
Szimbolizalas képessége \ ‘ Informacidfeldolgozas sebessége ‘
- RTIRY, ,,Centrdlis 6sszetevok”
Fejlett térérzekelés,

vizualizacio Kreativ gondolkodas, Kimagasl

Kovetkeztetéses gondolkodas, szamolasi

‘ Algoritmikus gondolkodas Mennyisegi gondolkodas képesség

- —— - Lanc konkluzidk megfogalmazasanak
‘ Problémareprezentalas képessége ‘

képessége
Nyelvi megértés, nyelvi fejlédés . o
‘ Y 9 y ) ‘ J6 emlékezo
‘ Tagabb értelemben vett kognitiv sebesség ‘ kepesség

Olvasasmegértés \ MegfigyelGképesség

2. abra
A kognitiv képességek ,,centrdlis” és ,,periféridlis” dsszeteviinek rendszere

Az altalanos képesség-osszetevok hol szorosabb, hol kevésbé szorosabb kapcsolatban
allnak egymassal. Egy olyan képesség, mint pl. a térbeli vizualitas képessége jelentdsen
befolyasolja a geometriai és topoldgiai problémak megoldasi sikerességét, és kisebb sze-
repet jatszik példaul a statisztikai problémak megoldasaban. A térszemlélet hianya —
hianyossadga — a matematika tananyag elsajatitasanak csak egy részét befolyasolja. Valo-
szinisithetd, hogy a téri képességek hatdsa szelektivnek tekinthetd az altalanos értelem-
ben vett matematikai teljesitményre (Salat és Séra, 2002), amelyben a problémak meg-
oldéaséanak tobbségéhez nincs sziikség téri stratégidk alkalmazasara. A vizualis formakkal
vald tevékenység képessége kevésbé sziikséges az olyan feladatok megolddsanal, ahol
szamsorozatok tagjai kozott kell kapcsolatot felfedezni vagy egyszeri szamitési felada-
tokat kell elvégezni alapmiiveletek segitségével stb.

A ,periférian” 1évo képesség-Osszetevok sziikségesek ahhoz, hogy valaki ,,j6” legyen
matematikabol, de ahhoz nem elegenddek, hogy matematikai tehetséggé is valjon. Ehhez
a ,centralis” helyen 1évo kreativ gondolkodas, kdvetkeztetéses gondolkodas és a meny-
nyiségi gondolkodas magas szintii alkalmazasara van sziikség.

A vizsgalatunk egyik célja az volt, hogy megprobaljuk azonositani azokat a faktoro-
kat, amelyek a matematikai teljesitmény szempontjabol relevansak lehetnek. Feltételezé-
stink szerint a matematikai teljesitmény hatterében a kreativ gondolkodas, a mennyiségi
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gondolkodas és a kovetkeztetéses gondolkodas faktorai allnak (1. tablazat), amelyek ma-
gas szintli alkalmazésa sziikséges feltétele a j6 matematikai teljesitmény elérésének.

1. tablazat. A, centralis” képesség-Osszetevok

Kreativ gondolkodas Kovetkeztetéses gondolkodas Mennyiségi gondolkodds
e Az originalitas foka (olyan | e Induktiv gondolkodds (ko- | Matematikai
megoldasok szama, amik vetkeztetés az egyedi ese- o tulajdonsagok
masnak nem jutnak eszébe) tekr6l az altalanosra) ’

fogalmak,
o A fluencia (hény megoldést | o Deduktiv gondolkodds (le- |~ =

talal egy problémara) vezetés, kovetkeztetés az e relaciok ismerete

egészbol az egyes részekre)

o A flexibilitas (a gondolko-
das rugalmassaga)

A matematikai teljesitmény és a kreativitasmutatok kozott erds kapcsolat feltételez-
hetd. A matematikabol jo teljesitményt mutatd didkok kreativitas- és a divergens gon-
dolkodas teszten elért eredményei sokkal jobbak, mint a begyakorlott és algoritmizalt
megoldasokat igényl6 rutinszer( feladatokat tartalmazo teszteken.

A matematikai teljesitmény szignifikdns kapcsolatot mutat a kdvetkeztetéses gondol-
kodassal. Az induktiv gondolkodasnak kiilondsen fontos szerepet lehet tulajdonitani, mi-
vel az indukcio olyan kovetkeztetések lancolata, amely az egyedi esetekrdl az altalanosra
kovetkeztetés folyamatat foglalja magaba; szabalyok felismerését és modellek megalko-
tasat jelenti (Csapo, 1994), ami a matematikai gondolkodas alapeleme. A deduktiv gon-
dolkodas az altalanositasokbol a konkrétumokra valo kovetkeztetés. Az elméleti igazsag
alapjan megerdsitjiik vagy cafoljuk, jévahagyjuk vagy moddositjuk a tapasztalatok igaz-
sagait.

A mennyiségi gondolkodas a matematikai tulajdonsagok és relaciok ismeretét igény-
li. Ez a képesség mennyiségekkel kapcsolatos és matematikai fogalmak ismeretét kivand
tesztekkel mérhetd. A matematikai tehetség Osszetevdjeként egész bizonyos meghataro-
zottsaga.

Az intelligencia és a matematikai képesség kozotti kapcsolat feltérképezésére szol-
galt példaul a Stanley (1974) nevéhez kapcsolhatd Study of Mathematically Precocious
Youth (SMPY) felmérés. Ennek eredményei kiemelik, a ,,g” faktor matematikaban be-
toltott szerepének jelentdségét. A felmérést 7. és 8. osztalyos tanulokkal végezték. A fel-
vett teszt egyfajta ,,g” tesztnek volt tekinthetd. Azon tanuldk, akik magas pontszamot ér-
tek el — kiilonosen a matematikai részben — €lhettek azzal a lehetdséggel, hogy magasabb
fokt matematikai képzésben vegyenek részt. A program szerint kivalogatott és képzett
tanulok egyetemi éveik alatt gyakran végeztek matematikai vagy természettudomanyos
tanulmanyokat, majd olyan palyan helyezkedtek el (Lubinski és Benbow, 1994), ami ma-
gas szintli gondolkodast igényelt. Ebbdl arra kdvetkeztethetiink, hogy a program szerint
kivalogatott, matematikabdl jo képességgel rendelkezd tanuldkra jellemz6 a ,, g” magas
szintje. Masik oldalr6l az alacsony intelligenciaval rendelkezd tanulok még az elemi
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szamolasi feladatokat is csak komoly erdfeszitések aran tudtdk megtanulni. Ha meg is
tanultak, az atlagosakhoz képest nagyon sok iddre volt ehhez sziikségiik (Geary, 1994).
Carroll (1998) ezek alapjan arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a ,,g” fejlettségi szintje
valészintileg befolyasolhatja az embernek azon képességét, amely segitségével megtanul
matematikai feladatokat megoldani. Az altalanos ,, g” faktor fejlettségi szintje az emberi
fejlodés minden szakaszaban szoros kapcsolatot mutat a matematikai tudasszint-mérd
rint az intelligenciateszteken elért eredmények Osszefiiggést mutatnak a matematikai te-
hetséggel; foleg a nem-verbalis téri gondolkodast kivano feladatokat tartalmazo tesztek —
mint a Raven-féle intelligenciateszt — lehetnek jelzésértéktiek (Gyarmathy, 2001).

A Raven-féle intelligenciateszt elsésorban azt mutatja meg, hogy a vizsgalt személy-
nek milyen fejlett az uj (nem verbalis) képzeteket alkotd képessége. A Raven-teszt meg-
old6janak geometriai jelekbdl allo, tobb elemil sorozat hianyzo elemét kell kivalasztani
tobb lehetséges megoldas koziil. A Raven-feladatok megoldasa elsdsorban olyan gon-
dolkodési mechanizmust mozgdsit, ami a dolgok tulajdonsagainak €s kapcsolatanak 6sz-
szehasonlitdsan alapszik azaltal, hogy hasonlosagok és kiilonbségek megallapitasat ki-
vanja meg. Ez azonban a matematikai gondolkodasmodnak csak egyik — igaz, igen 1é-
nyeges — 0sszetevoje. Guilford (1950) szerint az intelligencia-tesztek csak a konvergens
gondolkodast mérik. Elsdsorban olyan feladatokat tartalmaznak, amelyekre egyetlen,
embereknek — akik egy problémahelyzetben sokféle valaszt képesek adni — nem kedvez
az intelligencia-teszt. Ha kivalasztjuk az intelligencia-tesztek alapjan legjobban teljesito
emberek 20%-at, akkor a kreativ gondolkodasti emberek 70%-a kiesik ebbdl a valoga-
tasbol (Szabo, 1997).

Kreativ teljesitmény létrehozasa az intelligencia megnyilvanulasanak bizonyos foka-
hoz kapcsolhat6, am a magas intelligencia csak lehet6vé teszi a kreativ teljesitmény 1ét-
rejottét, onmagaban még nem elegendd. A Raven-féle intelligenciateszten ¢és a kreativi-
tas fokat megmutatni kiviné matematikai tesztlapokon mutatott teljesitmények kozotti
kapcsolat nem szignifikans. Mivel a matematikai képesség legfontosabb faktora a kreati-
vitasban realizalhato, a Raven-tesztet onmagéaban nem szerencsés a matematikai tehetség
azonositasahoz hasznalni. Szignifikans kapcsolatot csak az olyan matematikai képessé-
get mérd tesztekkel mutat, amelyek egy specialis matematikai képesség faktort, az in-
duktiv gondolkodas faktorat dlelik at.

A felmérés modszerei és eszkozei

A minta
A felmérésben 51 altalanos iskola hetedik osztalyos tanulo, és 61 kozépiskola harma-

dik osztalyos tanulo vett részt. A kisérleti személyek altaldnos tanterv szerint tanultdk a
matematikat.

244



A matematikai képesség Osszetevoinek vizsgalata és kapcsolata az intelligenciaval

A vizsgalati eszk6zok bemutatasa

A j6 matematikai tevékenység hatterének vizsgalatan keresztiil megprobaltuk feltér-
képezni a matematikai képesség struktirajat. Ennek egyik vizsgalati modszer lehet, ha
kiilonbozo tipust matematikai feladatokat és azok megoldasat elemezziik. Ennek megfe-
leléen a vizsgalat soran az alabbiakban ismertetésre keriilo teszteket alkalmaztam. A ké-
sObbiek soran a tomorebb fogalmazas érdekében a zardjelben feltiintetett roviditéseket
hasznélom:

— Raven-féle Standard Progressive Matrices és a Raven-féle Advanced Progressive

Matrices teszt (RAVEN),

— Ruth-féle figyelemvizsgalat (RUTH),

— Szdveges feladatok (SZOVEGES),

— Szamsor teszt (SZAMSOR),

— Osszefoglalo-versenyfeladatok (VERSENY),

— Fejtoré feladatok (KREATIV),

— Sik- és térgeometria feladatokat tartalmazo feladatlap (GEOMETRIA).

A kapott eredmények Osszehasonlithatosdga érdekében mind a hetedikes, mind a ti-
zenegyedikes didkok altal megoldand6 feladatsorok ugyanolyan tipusu feladatokat tar-
talmaztak. Ahol lehetett ugyanazzal a feladatsorral mértiik a két évfolyamot (RUTH,
SZOVEGES, KREATIV). Ezen feladatsorok megoldasahoz nem volt sziikség mély ma-
tematikai tudasra (ezek a feladatsorok nem voltak konkrét targyi tudashoz kotve), elso-
sorban az otlet volt mérvado; a szamszerli valasz megadasa csak az elemi miiveletek el-
végzését igényelte. A tobbi feladatsor esetén (SZAMSOR, VERSENY, GEO) a szerke-
zet és a tartalom megegyezett, am a nehézségi szint a korosztalyos elvarasoknak megfe-
lelden kiilonbozott. A tesztek Osszeéllitasanal fontos cél volt az is, hogy a tanuldk sza-
mara a feladatok lehet6ség szerint ismeretlenek legyenek (Ujszertiség érdekében a fel-
adatsorok Osszeallitdsdhoz nemcsak a hazai irodalom, de Erdélyben hasznalatos tan-
konyvek is segitségiil szolgaltak).

Az egyes feladatsorok item-szamat és reliabilitdsat a 2. tdblazat tartalmazza (a geo-
metria feladatsorndl a sik- és térgeometriai feladatsorok reliabilitasat kiilon adtuk meg).
Azoknal a teszteknél, ahol az item-szam kicsi volt (VERSENY, SIKGEOMETRIA,
TERGEOMETRIA) a teszt megbizhatosaganak érdekében a teszthosszabbitds (teszt
megkettdzése) soran kapott értékeket kozoljik (Horvdth, 1993). A méréeszkozok
prediktiv, eldrejelzd volta feltételezhetd, ha elfogadjuk azt, hogy a térelképzelés €s a ha-
romdimenzids targyanalizis fejlettségi fokarol elsésorban térgeometriai feladatok meg-
oldésa soran gy6zddhetiink meg, illetve az induktiv gondolkodas szamsor részteszten el-
ért eredményekbdl is kovetkeztethetiink arra.
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2. tablazat. A matematikai tesztek item-szama és reliabilitasa évfolyamonkeént

Evfolyam Feladattipus Itemek szama Cronbach-a

Szdveges 20 0,83

Szamsor 20 0,94

. Verseny 5 0,76
hetedik Kreatiy 8 0.76
Sikgeometria 5 0,72

Térgeometria 5 0,84

Szdveges 20 0,83

Szamsor 20 0,71

. . Verseny 5 0.80
tizenegyedik Kreativ 8 0,76
Sikgeometria 5 0,89

Térgeometria 5 0,79

Raven-féle intelligenciateszt (RAVEN)

A kisérleti személyek a vizsgalat els6 1épéseként intelligenciatesztet toltottek ki. Az
altalanos iskolas korosztaly esetében a Standard Raven-teszt (1960), a kdzépiskolas min-
taban pedig a ,,Nehezitett Progressziv Matrixok” (Advanced Progressive Matrices, 1962)
teszt szolgalt méréeszkozként. Ezek a teszt a nem verbalis intelligencia mérésére szol-
galtak, azt mutatjdk meg, hogy a személy milyen mértékben képes 11j képzetek alkotasa-
ra, mennyire alkalmas a gyors, pontos itélethozatalra, a térvényszertiségek felismerésére,
az absztrakciora, a nonverbalis készségek mozgositasara. A Raven-tesztben a megoldas-
hoz meg kell figyelni a matrixban 1év0 figurakat, meg kell taldlni a kozottiik 1évo logikai
kapcsolatot, kornyezet figyelembe vételével el kell képzelni, hogy milyen lehet a hidny-
76 rész, majd ki kell valasztani azt a 6-8 megadott lehetéség koziil. Carpenter és munka-
tarsai (1990. 429. o.) ramutattak arra, hogy a Raven-tesztben megoldando feladatok ,,a
problémak kisebb, kezelhetobb részekre bontasanak, majd a kisebb részek tovabbi szét-
bontasanak képességét mérik, és azt, hogy a szétbontés altal a problémamegoldas soran
keletkezd célok és részcélok hierarchidjat képes-e az egyén kezelni”. A matematikai
problémak egy része éppen ilyen képességeket igényel.

Ruth-féle figyelmvizsgalat teszt (RUTH)

A vizsgalt személyek figyelmének stabilitasat és megoszto képességét is felmértiik,
tovabba a Ruth-féle teszt az egyszeri szamolasi készség mérésére is szolgalt. A teszt egy-
részt informativnak tekinthetd az egyszeri, viszonylag monoton, numerikus mentalis mii-
veletek kozben torténd figyelem-koncentracio stabilitdsanak és a figyelem megoszthato-
sdganak tekintetében, masrészt informacidt ad az egyszerii szdmolasi miiveletek elvégzé-
sének gyorsasdgardl és hibatlansdganak mértékérdl, valamint a mentalis-miiveletek vég-
zésének terhelés-tolerancidjardl is. A kiértékelés az utdbbi eredményekeit tartalmazza.
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Széveges feladatok teszt (SZOVEGES)

A szdveges feladatokon nyujtott teljesitmény a matematikai eredményesség fontos
indikatoranak szamit; a matematikai ismeretek alkalmazéasaban jelentOs szerepet jatszik.
A szdveges feladatok matematikai természetiiket tekintve egyszeriiek és megoldasukhoz
az alapmiiveleteken, néhany matematikai alapfogalom (pl. aranyossag) €s az alapvetd
egyenletrendezési készségen tilmutatd matematikai tudasra nincsen sziikség (Gdrgyan,
2002). A matematikatudas maradandé és szinte mindenki szamara sziikséges 6sszetevo-
jét mérik, olyan készséget, hogy képesek vagyunk-e a kdznapi problémakat matematikai-
lag helyesen reprezentalni, majd a sziikséges és megfeleld matematikai miiveleteket el-
végezni. A szoveges feladatok redlis dolgokrol szolnak, amelyek akar magukkal a tanu-
lokkal is megtorténhetnek. A megoldas sikerességét — a fentieken kiviil — tobb egyéb té-
nyez0 is befolyasolja: (1) a szoveges informaciok kodolasa és értelmezése, (2) az adatok
szilikség szerinti atalakitasa, (3) a megoldashoz sziikséges miiveletek kivalasztasa és (4) a
szamitasok helyes elvégzése (Vidakovich, 2003). Az egyik feladat:

Egy otvizet elkészitéséhez 2 rész eziistot és 3 rész olmot hasznalunk. Hany gramm
eziist sziikséges 15 gramm ilyen étvizet elkészitésehez?

A feladatok 6sszeallitasakor 1ényeges szempont a pontos és vilagos fogalmazas és az
adando valaszok egyértelmisége. Ez volt az egyik olyan feladatsor, amely mindkét évfo-
lyamon ugyanazokat az itemeket tartalmazta; felépitését tekintve a nagyon egyszerii
problématdl indulva a nehezebbek iranyaba.

Szamsor teszt (SZAMSOR)

Az induktiv gondolkodas mérésére hasznalhat6 az igynevezett szamsor teszt, amely-
nek egy itemjét a kovetkezdképpen kell elképzelni:

2 5 11 _ 47 _ 191
A feladat megoldasahoz a kisérleti személynek fel kellet fedeznie, hogy milyen sza-
baly szerint épiil fel a sorozat. A hetedikes és a kozépiskolas korosztalynal is 20 szam-
sort tartalmazott a teszt, felépitését tekintve egyre nehezedé formaban. A feladatsor a lo-
gikai kovetkeztet6 képesség tipikus jellemzdit: a fejlett absztrahalo képességet, a funkci-
onalis jellegli gondolkodast, kiilonb6z6 lanc-konkluziok megfogalmazasanak a képessé-
gét és az elég magas koncentrald képességet mozgatja meg.

Osszefoglalo-verseny teszt (VERSENY)

Az Osszefoglalo-verseny feladatsor az altalanos/kozépiskolai matematikai témakor-
okre épiilo, a tantervekhez igazodd feladatokat tartalmazott. A feladatsor feladatait —
tobb témakart atolelve — kiilonbozo tehetségkutatd versenyek feladatsoraibol valogattuk
ki. Ezen versenyfeladatok megoldasara Lakatos (1998. 224. 0.) szerint nincs bejaratott,
biztos t, ,,a primitiv sejtés, a bizonyitas és az ellenpéldak heurisztikus rend szerint ve-
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zetnek”. A megfogalmazott hipotézist elébb ellendrizni kell, majd ha érvényessége bebi-
zonyosodott, akkor valik alkalmazhatova.

Fejtoré feladatok teszt (KREATIV)

A fejtor feladatok teszt a kreativitas vizsgalatat célozta meg. A matematikai képes-
ségek vizsgalatanal feltételezhet6en nagy jelentdséggel bir a kreativitas, ami a nem rutin-
szert problémak megoldasahoz sziikséges. A feladatlapot két részre osztottuk. Az egyik
részben az 6sszeallitas f6 szempontja az volt, hogy a megoldas megadéasanak valdszinii-
sége né¢hany perc elteltével ne valtozzon. A feladatok tobbségére a valaszt egy percen
belill meg lehetett talalni, vagy legalabbis a megoldasi otlethez el lehetett jutni. Egy fel-
adat err6l a résztesztrol:

A szegény ember dsszetalalkozik az 6rdoggel, aki iizletet ajanl neki: ahdanyszor kezet
fognak, annyiszor dupldzza meg a zsebében 1évi garasokat, azonban cserébe az or-
dog minden alkalommal 24 garast kap. Megegyeznek. Haromszori kézfogas utan
azonban elfogy a szegény ember pénze. Hany garasa volt eredetileg?

A matematikai feladatok egyik nagyon fontos jellegzetessége, hogy a megoldasok
szamat tekintve kiilonbdzoképpen végzodhetnek. Vannak olyan feladatok, amelyeknek
nincs, vagy egy megoldasa van, vannak olyanok amelyeknek végtelen sok megoldasa
van és vannak olyanok is, amelyeknek egynél tobb, de véges szamil megoldasa 1étezik.
Ez a megkiilonboztetés azért fontos, mert mindegyik tipushoz mas-mas gondolkodasmod
rendelhetd.

A teszt masik felében olyan feladatok keriiltek kivalogatasra, amelyeknek a megoldas
szempontjabol tobb, de véges sok megoldasa létezik. Az ehhez rendelhetd szemléletmod
egyik legjellemzébb vonasa a divergens gondolkoddsmod. A kivald matematikai gon-
dolkodasmod jellemz6i kozé tartozik az, hogy az egyén nem all meg egyetlen megoldas
megadasanal, hanem ujabb és jabb megoldasokat probal keresni. Az alabbi feladatnal:

Egy gyufa helyének megvaltoztatdasaval igazza kellett tenni az egyenloséget és a he-
lyes megoldast le kellett jegyezni.

X + VIII = XVI

A feladatsorok kitoltésében jelentds szerepet jatszott az id6, mint teljesitményfaktor.
Ennek két oka van. Az egyik, hogy a fluid intelligencianak része az a faktor, amelyet a
gondolkodasi sebesség faktoranak neveziink. A tesztekkel a képesség szintjének fejlett-
sége mellett a gondolkodasi problémak megoldasanak a sebességét is vizsgalhatjuk. A
képességszint és a sebesség kozott kapcsolat van: a magas szintli gondolkodasi képes-
séggel rendelkezé emberek altalaban gyorsabban oldanak meg matematikai problémakat,
mint a gyengébb gondolkodasi képességiick, am ez az Gsszefliggés nem ilyen szigori
(Carroll, 1998). A masik oka az id6 korlatozasanak az volt, hogy egy-egy osztaly esetén
a tesztek felvételére 6t tanitasi orara volt sziikség.
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Geometriai feladatok teszt (GEOMETRIA)

A geometria feladatlapon sik és térbeli feladatok szerepeltek. A sikgeometriai felada-
toknal a cél a képzelderd fejlettségének vizsgalata volt. A feladat jellege annyiban kii-
16nbozott a divergens gondolkodast igényld feladatoktol, hogy a transzformacios képes-
séget, mint az alkalmazkod6 szemléletmod egyik dimenzidjat mérte (Vélgyesi, 1982). A
transzformacios képességet az adott feladatokban kétdimenzids térben vald gyakorlatias
feladatokon keresztiil vizsgaltuk. A hetedikes feladatlapbol kiragadott példaban az alsé
sorban a téglalapokban lévo darabokat Osszeillesztve, meg kellett adni, hogy mely figu-
rakat lehet megkapni a felso sorban 1évé 5 koziil (3. abra).

AR
=V 8/ N
WY | o% Wi rip

3. abra
A hetedikes korosztaly egyik sikgeometriai feladata

A geometriai feladatok masik csoportja (GEO2) a térelképzelés €s a hdromdimenzids
targyanalizis fejlettségi fokara vonatkozdan adott informaciot. A feladatok célja a vizua-
lis formakkal valé tevékenység és ezen produkciok képességének mérése volt. Ezekben a
feladatokban nemcsak a kozvetlen észlelés, hanem az észlelések emlékezeti felidézése is
Iényeges elem volt, hiszen e két funkcid helyes egyiittmtikodése eredményezhette a sik-
ban adott formak 1étrehozasanak és tovabbi alakitasanak feltételét. A tér-geometriai fel-
adatok koziil egy példa: egy templom korvonalai vannak megrajzolva elolrdl, hatulrol és
jobb oldalrol. A kisérleti személyeknek meg kellett keresni, hogy az ot rajz koziil melyik
harom helyes és a helyes rajzok melyik nézetbol abrazoljak a templomot (4. abra).

4. abra
A térgeometriai feladatsor egy feladata a hetedikes feladatlapbol
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Eredmények

A leiré statisztika eredményei

Az egyes matematika tesztekben kapott szdzalékos teljesitményéket az 5. dbra mutat-
ja.

B hetedilc I tizenegyedil |

5 T S SZAaMSOor I’ N

wverseny krestiv geometria szivenes Ruth szémsor

5. abra
A két részminta szdzalékos teljesitménye az egyes valtozok fiiggvényében

A szazalékos teljesitmény alapjan mindkét korosztaly esetén elmondhato, hogy a leg-
jobb eredményt a szamsor teszt megoldasaban érték el a didkok. A hetedikeseknél a ver-
seny-feladatsorban, mig a tizenegyedikes mintdban a Ruth-féle szamolasi probaban (és
figyelemvizsgalat) teljesitettek leggyengébben a didkok. A 3. tablazat tartalmazza mind-
két korosztalyra vonatkoztatva az egyes teszteken nyujtott szazalékos atlagteljesitmé-
nyeket.

3. tablazat. Az egyes tesztekben elért szazalékos atlagteljesitmények és szordsok (évfo-

lyamonként)
Hetedik évfolyam Tizenegyedik évfolyam
Tesztek - :

N Atlag Szoras N Atlag Szoras
RUTH 47 31,09 17,57 54 34,7 19,47
SZOVEGES 51 30,69 12,81 62 37,9 33,55
SZAMSOR 51 52,01 17,67 60 73,67 22,81
VERSENY 51 13,24 20,71 61 39,02 21,55
KREATIV 51 21,21 17,36 62 51,84 16,31
GEOMETRIA 51 23,92 31,54 57 54,04 24,53
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Két feladatsor kivételével (RUTH és SZOVEGES) a kapott eredmények alapjan el-
mondhato, hogy mindazok a készségek és képességek, amelyek az egyes feladatsorok-
ban elért j6 teljesitmény eléréséhez sziikségesek, jelentds mértékben fejlesztheték. Ugy
tiinik, hogy a négy évnyi tanulas az induktiv gondolkodas tekintetében (SZAMSOR), a
kreativitast kozéppontba allité (KREATIV) feladatok esetén, a sik- és térszemléletet at-
fogd (GEOMETRIA) tesztsorozat, valamint az 6sszefoglalo-verseny (VERSENY) teszt-
sorozat esetén tlinik igen hatékonynak. A szamolasi készség (RUTH) és a mennyiségi
gondolkodast megtestesit0 (a mindennapi ¢€let problémait leginkabb reprezentalo)
SZOVEGES feladatsor eredményei az eldvizsgalat adatai alapjan nem valtoztak jelentés
meértékben.

A matematikai teljesitmény vizsgalata variancia-analizissel és faktoranalizissel

A vizsgalat szempontjabol elsddleges cél volt, hogy megprobaljuk meghatarozni azo-
kat a faktorosszetevoket, amelyek az altaldnos matematikai teljesitmény szempontjabol
meghatarozoak lehetnek. Ezért a kiértékelés ezen szakaszaban elkészitettiink egy olyan
mutatot (MATTELYJ), amellyel az altalanos matematikai teljesitmény jellemezhetd. Ez a
mutaté a RUTH, a KREATIV, a VERSENY, a SZAMSOR, a SZOVEGES és a GEO-
METRIA feladatsoron elért eredményekbdl allt 6ssze. E mogott a hat valtozd mogott ke-
restiik a latens struktarat.
tobbi teszten elért eredményekkel. A korrelacids egyiitthatokat a 4. tablazat mutatja be.
A *-al jelolt korrelacios egyiitthatok p<0,05 szinten szignifikansak, a **-al jelolt korre-
lacios egyiitthatok p<0,01 szinten szignifikansak.

4. tablazat. A MATTELJ és a kiilonbozo feladatsorok viszonyat jellemzo korreldcios
egyiitthatok a két mintaban

Evf. | MATTELJ| RUTH |KREATIV |VERSENY |SZAMSOR [SZOVEGES| GEO

; r -0,147 0,097 0,569%* | 0,871*%* | 0,704** | 0,676**
N 47 47 51 51 51 51

" r 0,083 0,749%* | 0,615%* | 0,777** | 0,816%* | 0,695%*
N 54 62 62 61 61 57

A korrelacios tablazatbol leolvashato, hogy a matematikai teljesitmény mindkét évfo-
lyamon a legtobb vizsgalt teriilettel szignifikans kapcsolatban van (p<0,01). Kivétel ké-
peznek ez alél a figyelem (RUTH) és a kreativitis (KREATIV) tesztben elért eredmé-
nyek. EI6bbi mind a hetedikes, mind a tizenegyedikes mintaban, az utdbbi csak a tizen-
egyedikes mintaban.

A kiértékelés tovabbi részében megnéztiik, hogy a feladatsorok kozott van-e atfedés,
milyen a kiilonb6z6 valtozok kozotti kapesolat; at tudjuk-e alakitani az eredeti valtozo-
inkat linedris transzformaci6 segitségével az eredetinél kisebb szamu, 0j valtozoszetté.
Meg lehet-e adni olyan 0j valtozokat, amelyek korrelalatlanok egymassal és a kiinduld
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valtozok altal megtestesitett informaciotomeg lehetd legnagyobb részét megdrzik. A
kérdés megvalaszolasdhoz a faktoranalizis eszkozeit hasznaltuk. Az itt k6zolt eredmé-
nyek mar csak annak a futtatasnak az eredményeit tartalmazzak, amelyeket a kiillonb6z6
probalgatasok utan kaptunk (a legkisebb kommunalitast valtozé kihagyasa utan). A he-
tedikes mintaban a RUTH-féle feladatsor elhagyasa mutatkozott sziikségesnek, mig a ti-
zenegyedikes mintadban minden valtoz6 benne maradt a vizsgalatban. A Kaiser-Meyer-
Olkin (KMO) mutato értéke a hetedikes mintdban KMO = 0,662 , mig a tizenegyedik
évfolyamnal KMO=0,691, a Bartlett-teszt eredménye mindkét mintdban (p<0,05),
amellyel teljesiilnek a minimalis kovetelmények. A lejtédiagram alapjan a hetedikesek-
nél és a tizenegyedikeseknél is kettd faktorra szamithattunk.

Az 5. és 6. tablazat bemutatja a faktorokban megtestesiil6 informacidtartalmat. A he-
tedikes mintaban a faktormodell egy latens valtozoval a variancia 33,83%-at, mig két
faktorral 43,44%-at magyardzza; a tizenegyedikes mintdban a két faktor 46,2%-ot Oriz
meg a valtozok eredeti informacidtartalmabol.

5. tablazat. A ket faktor dltal kapott informaciotartalom a hetedikes mintaban

Faktor Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings
Osszes Variancia % | Kumulativ % Osszes Variancia % | Kumulativ %
1 2,16 43,23 43,23 1,69 33,83 33,83
2 1,12 22,31 65,55 0,48 9,61 43,44
3 0,78 15,62 81,17
4 0,56 11,21 92,38
5 0,38 7,62 100,00

Alkalmazott eljaras: Maximum Likelihood

6. tablazat. A két faktor dltal kapott informdaciotartalom a tizenegyedikes mintaban

Faktor _ Initial Eigenvalues E)ﬁtraction Sums of Squared Loadings
Osszes Variancia % | Kumulativ % Osszes Variancia % | Kumulativ %
1 2,44 40,61 40,61 1,55 2591 2591
2 1,15 19,21 59,82 1,22 20,29 46,20
3 0,94 15,61 75,44
4 0,60 10,07 85,51
5 0,48 7,99 93,50
6 0,39 6,50 100,00

Alkalmazott eljaras: Maximum Likelihood

A 7. és 8. tablazatok a faktorsulyokat tartalmazzak, ezek jelzik, hogy az egyes valto-
z6k mekkora sullyal és milyen irdnyban alakitjak a kapott faktorokat. A hetedikes min-
taban az elsé faktort a SZAMSOR, a GEOMETRIA és a SZOVEGES feladatok alkotjak,
mig a masodik faktorhoz a VERSENY és a KREATIV feladatok tartoznak.
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7. tablazat. A két faktorhoz tartozo faktorsulyok a hetedikes mintaban

Faktor
1 2
SZAMSOR 0,812 —0,041
GEOMETRIA 0,681 -0,274
SZOVEGES 0,609 0,013
VERSENY 0,429 0,582
KREATIV -0,116 0,255

Alkalmazott eljaras: Maximum Likelihood
A tizenegyedikes mintiban az elsd faktor a GEOMETRIA, a KREATIV és a SZO-

VEGES feladatsorok, mig a masodik faktor a SZAMSOR, a VERSENY és a RUTH fel-
adatsorokat foglalja magaba.

8. tablazat. A keét faktorhoz tartozo faktorsulyok a tizenegyedikes mintaban

Faktor
1 2
GEOMETRIA 0,999 -0,003
KREATIV 0,456 0,235
SZOVEGES 0,415 0,819
SZAMSOR 0,284 0,492
VERSENY 0,283 0,383
RUTH -0,096 0,321

Alkalmazott eljaras: Maximum Likelihood

A Raven-féle intelligencia és a matematikai teljesitmény kapcsolata

Annak a kérdésnek a megvalaszolasahoz, hogy melyek azok a valtozok (a fentebb
emlitett matematikai valtozok koziil), amelyek befolyasolhatjak a Raven-féle intelligen-
ciat a variancia-analizist hasznaltuk. A meglév$ adatbazison egy olyan modellt allitot-
tunk fel, amelyben arra kerestiik a valaszt, hogy mennyire fiigg a vizsgalt személyek
Raven-féle intelligenciateszten nyujtott teljesitménye az altalanos matematikai teljesit-
ményiiktdl (MATTELJ), az egyes részteszteken nyujtott teljesitményiiktél és a nemtol
(mint ismert hattérvaltozotol). Ennek megfeleléen az aldbbi harom kérdéskort jartuk
korbe: (1) igaz-e, hogy az altaldnos matematikai teljesitmény kapcsolatban all a Raven-
féle intelligencidval; (2) milyen kapcsolatban allnak az egyes feladatsorok teljesitményei
a Raven-féle intelligenciaval; (3) a fitkk jobbak-e a Raven-féle intelligencia feladatsoron
elért teljesitményben, mint a lanyok?

A vizsgalatok eredményei alapjan egyik évfolyam esetén sem kaptunk szignifikans
kapcsolatot a MATTELJ és a Raven-féle intelligencia kozott. Ezek utdn megnéztiik,
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hogy az egyes feladatsorok és a Raven-féle intelligenciateszt eredményei kozott milyen

kapcsolat van. A hetedikes mintaban (6. abra) a Raven-teszt eredményeivel a SZOVE-

GES, a SZAMSOR, a RUTH ¢és a KREATIV feladatsorokon elért teljesitmény mutatott

szignifikans kapcsolatot. A négy fiiggetlen valtozo altal megmagyarazott variancia tor-
2 2 2 2

zitatlan értékei: R SZOVEGES = 22,9%, R SZAMSOR = 34%, R RUTH=47,7%, €S R KREATIV

=30,7%.

Geometria Verseny
p>0,05 p>0,05

M atematikai teljesitmény
p>0,05

Kreativ
p<0,05

Szoveges
p<0,05

Szamsor Ruth
p<0,05 p<0,05

Raven-féle
intelligencia

6. abra
A fiiggd (RAVEN) és a fiiggetlen valtozok szignifikancidja és a magyaradzott hanyad %-os
torzitatlan értékei a hetedikes mintaban

A tizenegyedikes mintaban (7. abra) a hat mért valtozo koziil csak a SZOVEGES fel-
adatsor  befolyasolta szignifikansan a Raven-fe¢le feladatsor eredmenyet, itt a
megmagyarazott hanyad torzitatlan értéke R SZOVEGES = 22,5%.

Amikor arra vagyunk kivancsiak, hogy a fitk jobban teljesitenek-e az intelligencia-
teszten, nem csupan a fitk atlagteljesitményeit hasonlitjuk dssze a lanyok atlagteljesit-
ményével, hanem arra keressiik a valaszt, hogy a két atlagteljesitmény kozotti kiilonbség
elég nagy-e ahhoz, hogy a teljes populacioban is 1étezének tekinthessiik. A lanyok és a
fiuk intelligencia teszten elért eredménye kozott — a z-probat elvégezve —, a hetedikes
mintdban nem, mig a tizenegyedik évfolyamon szignifikans eltérés adodott (t=2,38;
p<0,05).
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Szamsor Ruth
p>0,05 p>0,05
Matematikai teljesitmény
Szoveges
D <0,05

p>0,05 Kreativ

p>0,05
Geometria Verseny
p>0,05 p>0,05

Raven-féle
intelligencia

7. abra

A fiiggd (RAVEN) és a fiiggetlen valtozok szignifikancidja és a magyaradzott hanyad %-os
torzitatlan értékei a tizenegyedikes mintaban

Osszefoglalas, konklizio

A matematika rendszerez, axiomatizal, levezet, bizonyit, uj fogalmakat vezet be. Egy
flexibilis gondolkodasu, kivald felfogasi ember mar minimalis elGismerettel is hozza-
foghat tanulmanyozasahoz, elmeriilhet a problémak megoldasaban. Azonban az 1j fo-
galmak megértéshez szellemi erdfeszitésre is sziilksége van. A matematika igyekszik a
lényegre csupaszitani a hétkdznapi fogalmakat, amellyel egy olyan nyelvezetet hoz létre,
ami tisztabb és egyértelmiibb beszéd, mint az anyanyelviink. Ennek ellenére azonban a
mai matematika sem teljesen 6nmagaért besz¢élé valami; egyesek szamara ez egész éle-
ten keresztiil ismeretlen és megismerhetetlen teriilet marad, mig masok szamara kivalo
produktumok létrehozéasanak ,,szintere”. Szamos ellentmondast hordoz magéaban, ame-
lyeknek feltarasa a teriilet objektiv jellege ellenére is igen nagy nehézséget jelent. Az bi-
zonyos, hogy a j6 matematikai teljesitménynek szamos 0sszetevdje van, amelyek megha-
tarozottsaga kiilonbozé mértékli. Vannak olyan Osszetevok (,,periférian” 1évo Osszete-
vok), amelyek elengedhetetlentil sziikségesek a kivalé matematikai produktum létreho-
zasdhoz, ugyanakkor meglétiik mégsem elegendd. Sziikséges a ,,centralis” helyzetben 1¢-
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vO kreativ, kdvetkeztetéses és mennyiségi gondolkodas magas szintli alkalmazasa. Hipo-
tézistink szerint ahhoz, hogy valaki kivalé matematikai produktumot hozzon létre, vagyis
matematikai teljesitménye jo legyen, az egyik legfontosabb 6sszetevd a kreativ gondol-
kodas: a matematikabol jo képességiinek mondhat6é didkoknal elssorban a divergens
gondolkodast megcélzo tesztek eredményei varhatok jobbnak, mint a begyakorlott és al-
goritmizalt megoldasokat igényld rutinszerii feladatokat tartalmazo tesztek eredményei.
Ilyen vonatkozésban, a matematikai teljesitmény szempontjabdl a kreativ feladatokat tar-
talmazo6 feladatsort meghatarozobbnak tartottuk, mint a monoton és egyhangu miivele-
teket igényld — rutinszeri — probakat (pl. szamolasi proba). Nagy jelentdséglinek itéltiik
meg a kovetkeztetéses gondolkodast atfogd szamsor (induktiv gondolkodas), valamint a
verseny-feladatokat tartalmazo6 feladatsorokat; tovabba a mennyiségi gondolkodast rep-
rezentalé szoveges feladatsort. A minta érzékenysége miatt az alabbiakban megfo-
galmazasra keriildé megallapitdsok megbizhatdsdga a nagymintas vizsgalat elvégzése
utan jelenthetd ki nagyobb biztonsaggal.

A kreativitas meghatarozottsaga a matematikai teljesitmény vonatkozasaban csak a
tizenegyedikes mintdban mutatkozott meg, (+=0,749; p<0,01), ellentétben hipotézisiink-
kel, amelyben a matematikai képesség legjelentosebb dsszetevdjének tekintve dominan-
cigjat mindkét korosztaly esetén vartuk. A kreativitas ugyanis, mint alkoté gondolkodas
képessé teszi az embert, hogy meglepd, érdekes produktumokat hozzon létre (Szabo,
1997), a legtobb matematikai problémanal a megoldashoz éppen ilyen, nem megszokott
gondolkodasmodra van sziikség.

A szamsor teszt a logikai kovetkeztetd képesség tipikus jellemzdit megadva (a fejlett
absztrahald képesség, a funkcionalis jellegli gondolkodas, kiilonb6z6 lanc-konkluzidk
megfogalmazasanak a képessége €s az elég magas koncentrald képesség) mindazokat a
képességeket atoleli, amelyek sziikségesek lehetnek a jo matematikai teljesitmény eléré-
séhez. Relevancidja egyik korosztaly esetén sem meglepd (+=0,871, p<0,01; r=0,777,
p<0,01), hiszen a tanulok els6sorban kidolgozott példak segitségével induktivan ta-
nulnak. A példa Iépéseit kovetve altalanositjak vagy elvonatkoztatjak az adott készség
tekintetében a helyes eljarast.

A VERSENY (r=0,569, p < 0,01;7=0,615, p<0,01) és a SZOVEGES (+=0,704,
p<0,01; r=0,816, p<0,01) feladatsorok dominanciéja is megmutatkozott.

Az egyszerli szamolasi proba az altalanos matematikai teljesitménnyel egyik korosz-
taly esetén sem mutatott szignifikans kapcsolatot, a RUTH tesztnél tapasztalt dsszeflig-
gés hidnya azt jelentheti, hogy a matematikai képesség szempontjabol az egyszert sza-
molasi proba nem relevans.

A faktoranalizis eredménye mind a két korcsoportnal azt mutatta, hogy a vizsgalt te-
riilet mar két faktorral is j0l magyarazhato, de ez a két faktor a két korosztaly esetén mas
és mas. A hetedikes mintaban az els$ faktort a SZAMSOR, a GEOMETRIA és a SZO-
VEGES, a masodik faktort pedig VERSENY és a KREATIV feladatsorok adtak. Az els6
latens valtozo tartalma szerint olyan képességekben manifesztalodik, amelyek tanulas és
gyakorlas utjan magas szintre fejleszthetd, azaz valamiféle mechanikus meghatarozott-
sagra utal. A masodik faktor a kreativ, flexibilis gondolkodasmoédot reprezentalja.

A tizenegyedikes mintdban az elsé faktorhoz a GEOMETRIA, a KREATIV és a
SZOVEGES feladatsorok, mig a masik faktorhoz a SZAMSOR, a VERSENY ¢és a
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RUTH feladatsorok tartoztak. Itt az elsd faktor fogta 4t mindazokat az Osszetevoket,
amelyek a nem mechanikus, 1épésrol-1épésre elsajatithato és tanulhaté gondolkodasmod-
dal azonosithatéak, mig a masodik faktort inkabb a mechanikusabb, gyakorlas altal fej-
leszthetd képesség-komponensek dominancidja jellemzi.

Hipotézisiinkben a geometriai szemléletmodot nem tartottuk a matematikai teljesit-
mény fontos dsszetevdjének, mivel a térszemlélet hianya altaldban csak a matematikai
anyagnak egy meglehetésen szik részénél a térgeometridban tamaszt nehézséget. gy a
matematikai képesség szempontjabdl relevancidja nem értelemszerli, am szignifikans
megjelenése mindkét korosztalynal szembeo6tld. A szakirodalom alapjan a matematikai
meéro eljaras geometriai rejtvénybdl all (Gyarmathy, 2001).

A kapott eredményeket Osszevetve (a leird statisztikaban kapott eredményekkel is
Osszhangban) az latszik, hogy a matematikai gondolkodasmod fejleszthetd; az életkor
determinisztikusan meghatarozza a matematikai teljesitményt. A vizsgalatban felvett fel-
adatsorok tertiletei kozil a kreativitas az, ahol legmarkdnsabban mutatkozik meg a fejlo-
dés; a hetedikes mintdban a szdzalékos atlagteljesitmény 21,21%, mig a tizenegyedikes
mintaban 51,84% volt. A korrelacio és a faktoranalizis vizsgalatainak eredményei is ala-
tamasztjak a kreativitas fejleszthetoségét. A matematika oktatdsanak — bar a szaktudo-
many szempontjabol fontos ismereteknek hangsulyt kell kapnia —, hajtéereje az intuicid
¢és az alkotokedv. Nem szabad megragadni azon a szinten, hogy a matematikat ugy te-
kintsiik, mint definiciokbdl és posztulatumokbodl levezetett tételek rendszere. Ha ez
ugyanis igaz lenne, és a matematika-oktatasban erre helyeznénk a hangsulyt, akkor a ma-
tematika definiciokkal, szabalyokkal és szillogizmusokkal valo jaték lenne, minden cél
és értelem nélkiil. A matematika azonban az emberi gondolkodas egy olyan jellegzetes
terméke, amelyben a legtisztabban fejezodik ki a megfigyeld értelme, a vallalkozo kedve
¢és az esztétikai érzéke (Courant és Robbins, 1966). A matematika minden mas tudo-
manynal élénkebb képzelderdt tételez fel azoknal, akik 10j felfedezésekkel hivatottak
gyarapitani ezt a tudomanyt. A gondolatok tisztasdga egymagaban sohasem vezetett 0]
felfedezésekhez. A matematikus legjobb miive emelkedett miivészet, ami tokéletes, vak-
mer6, mint a képzelet legrejtettebb alma, vilagos és egyszerii, mint az elvont gondolat.

A vizsgalat masodik részében arra voltunk kivancsiak, hogy milyen kapcsolat van a
matematikai teljesitmény €s a Raven-teszt altal mért intelligencia kozott. Az adatok kiér-
tékelése soran sem a hetedikes részmintaban, sem a tizenegyedikes részmintdban nem
adodott szignifikans kapcsolat a matematikai Osszteljesitmény és a Raven-teszt eredmé-
nyei kozott. Ezek utan megvizsgaltuk, hogy az egyes matematikai tesztek milyen kap-
csolatot mutatnak a Raven-teszttel. A hetedikes mintaban a SZOVEGES, a SZAMSOR,
a RUTH és a KREATIV feladatsoron, mig a tizenegyedik évfolyamon csak a SZOVE-
GES feladatsoron elért eredmény magyarazott szignifikans darabot a fiiggd valtozo hete-
rogenitasabol. A SZOVEGES feladatsor meghatéarozottsaga meglepd, ugyanis a SZOVE-
GES feladatsor a mennyiségi gondolkodast reprezentalva, a matematikai tulajdonsagok
és relaciok ismeretére épiil, azaz konkrét matematikai anyaghoz kéthets. A SZAMSOR
feladatsorral vald szoros kapcsolat csak a hetedikes mintaban mutatkozott meg, pedig ez
a teszt a logikai kovetkeztetd-képesség tipikus jellemzodit, a fejlett absztrahalo képessé-
get, a funkciondlis jellegi gondolkodast, kiilonb6z6 lanc-konkluziok megfogalmazasa-

257



Vincze Szilvia

nak képességét és az elég magas koncentrald képesség-Osszetevoket mozgatja meg. A
Raven-teszt megolddsdhoz is a fent emlitett logikai kovetkeztetd-képességre van sziik-
ség. A hetedikes mintdban a KREATIV feladatsorral is szignifikans kapcsolat mutatko-
zott. Mig az intelligenciateszt a konvergens gondolkodast mozgositja, addig a kreativitas
a divergens gondolkodassal hozhat6 kapcsolatba, vagyis a kreativitas és az intelligencia
egymastol eltéré fogalomnak tekinthet6. A kreativitas és a Raven-féle intelligencia ko-
z06tt megmutatkozd kapcsolatnak az lehet a magyarazata, hogy a legtobb kreativ gondol-
kod6 egyben igen értelmes is.
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ABSTRACT

SZILVIA VINCZE: RESEARCH INTO THE COMPONENTS OF MATHEMATICAL
ABILITY AND ITS CONNECTION WITH INTELLIGENCE

Mathematics systematises, creates axioms, obtains formulae, demonstrates theses, and
introduces new concepts. A sharp and flexible-minded person with minimal preliminary
knowledge on the topic can get down to its exploration and can be absorbed in problem
solving. However, mathematics remains an unknown and unfathomable area for some people
during their whole lifetime, while it becomes the ,,arena” of creating excellent products for
others. It is obvious that mathematical talent has several components of differing degrees of
importance. These basic abilities are indispensable for anyone to be good at mathematics, but
are not sufficient for anyone to become a mathematical talent. This requires the high-level
application of creative, deductive and quantitative thinking. The aim of this study is to
examine the components of mathematical ability and the analysis of the relation between
mathematics and intelligence in the context of particular mathematical sub-skills. The results
of a preliminary investigation of this field are presented. The sample consisted 112 subjects,
into two age groups (13- and 17-year-olds). The results of the preliminary investigation
proved that the qualities relevant regarding mathematical ability are creativity, deductive
reasoning and quantitative thinking. The correlation between the Raven intelligence test and
mathematical ability proved to be strong, which cannot be considered a tendency-like
relationship. As regards sub-skills, the Raven test had a strong correlation with the number
series tasks, which assess inductive thinking.
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