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Nem sok dolog van, amelyben a matematika-tanarok egyetértenek. Véleményiik azonban
valoszinli egyezik abban, hogy a tanuldk a racionalis szamokat nehéznek tartjak (pl.:
Behr, Lesh, Post és Silver, 1983; Brousseau, Brousseau és Warfield, 2004; Kerslake,
1986; Kieren, 1988; Ohlsson, 1988; Pitkethly és Hunting, 1996; Stafylidou és Vosniadou,
2004). A kutatok szamos tévképzetet fogalmaztak mar meg, fejlesztéprogramok széles
skalajat dolgoztak ki a racionalis szamokkal kapcsolatban, tanitasuk és tanulasuk ennek
ellenére tovabbra is csliggesztd feladat mind a tanarok, mind a tanulok szdmara. Ez a té-
ma kiemelt fontossagl helyen all a matematikatanitasban, amit az USA Nemzeti Mate-
matika Testiilet (U.S.4. National Mathematics Panel) legfrissebb jelentése is alatamaszt,
mivel ismeretiik alapot szolgaltat a tovabbi matematikatanulas, kiilondsen az algebra ta-
nuladsa szdmara (Fennell és mtsai, 2008).

Jelen tanulmany abbol a definiciébol indul ki, hogy a racionalis szamok a hanyado-
sok tartomanyaba tartozd szamok (Brousseau, Brousseau és Warfield, 2007; Kieren,
1993; Ohlsson, 1988), kiilonboz6 alkonstruktumai, illetve jelentései 1éteznek (lasd pl.:
Behr, Harel, Post és Lesh, 1992; Kieren, 1988). Ebbdl kdvetkezden a tanulmanyban be-
mutatott kutatas soran a gyerekek raciondlis szam felfogasanak alapjat az osztas megér-
tésében kerestiik. Hipotézisiink szerint az osztasi feladatokban — a tortek megfelel6 szo-
beli vagy irasbeli reprezentacigja nélkiil is — a gyerekek mind a mennyiségek ekvivalen-
cidjaba, mind sorrendjébe belatast nyerhetnek.

Tanulmanyunk elsé fejezetében azonositunk két, osztasi feladatokban alkalmazott
cselekvési sémat, valamint a racionalis szamok vonatkozasaban feltarjuk az egyes sémak
altal eloidézett belatast. A masodik és harmadik fejezetekben a két cselekvési sémara
vonatkozo fejlesztési kutatasokat tekintjiik at. Az utolso fejezet pedig Osszefoglalja az
oktatasi gyakorlat szamara fontos kovetkeztetéseket és implikaciokat.

Az osztas kétféle cselekvési sémaja

A matematikatanitas szakirodalma hagyomanyosan az osztas két fajtajat kiilonbozteti
meg: a felosztd (partitive) €s a szétosztd (quotative) osztast. Fischbein, Deri, Nello és
Marino (1985. 7. 0.) definicidja szerint a felosztd osztas — amit megosztd (sharing) osz-
tasnak is neveznek — ,,egy targy vagy targyak osszességének szamos egyenlo részre vagy
csoportra toténd felosztasa, ahol az osztandd nagyobb, mint az 0sztd; az 0sztd (operator)
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egész szam; a hanyados kisebb az osztandonal (operand) [...] A szétosztd osztds vagy
mérték-osztas esetén azt kell meghatarozni, hogy egy adott mennyiség hanyszor van meg
egy nalanal nagyobb mennyiségben. Ez esetben az egyetlen feltétel, hogy az osztandd
nagyobb legyen az oszténal. Amennyiben a hanyados egész szdm, a modell tekinthetd
ismétl6do kivonasnak is.”

Ez a rendszerezés két, azonos cselekvési sémara épité modot kiilonboztet meg, ame-
lyet itt felosztasnak (partitioning) fogunk nevezni. Az osztasi problémdk Fischbein,
Deri, Nello és Marino (1985) altal azonositott mindkeét fajtdjara igaz, hogy (1) van benne
egész (egy targy vagy targyak csoportja), amit egyenld részekre kell osztani; (2) az osz-
tand6 nagyobb az osztdnal; valamint (3) a gyerekeknek egyenld részeket kell kialakitani,
amelyek egylittesen maradéktalanul kiteszik az egészet. Az osztéasi problémak két fajta-
janak kiilonbsége abban all, hogy mig a felosztd osztasnal az adott, hogy hany részt kell
kapni, addig a szétosztd osztasnal a részek mérete ismert €s arra kell rajonni, hany ilyen
méretl rész illik az egészbe.

Amikor a gyerekek a felosztas sémajat hasznaljak, mennyiségekkel kapcsolatos bela-
tasaik segithetnek megérteniiik néhany alapelvet, amelyek a racionalis szimok tartoma-
nyan értelmezhetéek. Gondolkodhatnak példaul ugy, hogy minél tobbfelé vagjak az egé-
szet, anndl kisebbek lesznek a részek. Ez a meglatas relevans a tortek altal reprezentalt
mennyiségek esetén is, és segithet a gyerekeknek megérteni, hogyan rendezddnek a tort
szamok.

Amennyiben a gyerekek magasabb szinten tudnak mar gondolkodni a felosztasrol,
érthetévé valik szamukra a tortek ekvivalenciaja, azaz képesek lesznek megérteni példa-
ul, hogy, ha valamihez képest kétszer annyi résziik van, a kétszer annyi rész fele akkora,
mint az eredeti anyagmennyiség. Példaul, ugyanannyi csokolddét esziink, ha egy tabla
csokit kétfelé toriink és megessziik az egyik darabot, mint ha négyfelé tortiink és kettd
darabot esziink meg, mivel a részek szdma €s mérete kiegyenliti egymast.

Empirikus kutatéasi kérdés, hogy vajon a gyerekek az egész szdmok teriiletén eljut-
nak-e ezek megértéséhez és azutan kiterjesztik-e ismereteiket a racionalis szamokra.

Jollehet a tortek bevezetése soran a felosztas sémajat alkalmazzak leggyakrabban a
tanarok, nem ez az egyetlen cselekvési séma, amely relevans lehet az osztas tanitasa so-
ran. A gyerekek hasznaljak még a megfeleltetés sémajat (correspondence) is, ahol mind
az osztandot, mind az osztdt egy-egy mérték jeleniti meg. A két tipusu osztas kdzotti
kiildonbség abban rejlik, hogy a felosztasnal egyetlen egész (vagy mérték) jelenik meg, a
megfeleltetéses osztasnal viszont két kiilonbozé mértékkel kell dolgozni. A megegyezés-
re egy jo példa, amikor a gyerekek csokoladé szeleteket osztanak szét egymas kozott.
Ebben az esetben az osztand6 — a csokiszeletek szdma — egyféle mérték, mig az osztd — a
gyerekek szama — egy masik mérték. Ez esetben, éppen a mértékek kétféleségének ko-
szonhetden, kikiiszobolhetdk az osztd és az osztando relativ méretével kapcsolatos felte-
vések, amelyeket Fischbein, Deri, Nello és Marino (1985) azonositottak: az osztandoénak
nem kell nagyobbnak lennie az osztéonal. A legtdbb gyerek egyetért abban, hogy akar
egyetlen darab csokolddét is el lehet osztani harom gyerek kozott, azaz lehetséges egy
kisebb szamot egy nagyobb szammal osztani.

A két cselekvési séma kozti kiilonbség elsd pillantasra megfoghatatlannak tiinhet, il-
letve a tortek megértésével foglalkozé kutatasok sem alapoztdk meg teljesen e kiilonb-
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ségtételt. Ennek ellenére amellett érveliink, hogy mind a cselekvési sémak altal eldidé-
zett eltérd belatds, mind az empirikus kutatasi eredmények kozott jelentds a kiilonbség.

Legalabb négyféle eltérés adodik akozott, amit a gyerekek a tortek altal reprezentalt
mennyiségekrdl tanulhatnak, ha a felosztas sémajat, vagy a megfeleltetés sémajat hasz-
naljak. Az els6 lehetséges kiilonbség abbol adodik, hogy a gyerekek kétféle mértéket al-
litanak fel, ezért a megfeleltetés esetén nincs sziikségszerti kapcsolat az osztando és az
0sztd mérete kozott. Ezzel szemben, amint Fischbein, Deri, Nello és Marino (1985) ra-
mutatnak, a felosztasi sémaban az osztandonak nagyobbnak kell lennie az osztonal. Eb-
bol kdvetkezden a megfeleltetést hasznalva a gyerekek konnyebben juthatnak el az altor-
tek megértésé¢hez, mint amikor egyetlen egészet osztanak fel. Valosziniileg nem jelent
szamukra problémat annak megértése, hogy ha harom csokoladét osztunk el két gyerek
kozott, mindkét gyerek egy egészet és egy felet kaphat. Ezzel szemben, a felosztas al-
kalmazasakor belezavarodhatnak, hogy valaki megevett harom részt egy kétfelé osztott
csokoladébol.

Egy masodik lehetséges kiilonbség, ha a gyerekek rajonnek arra, hogy nem szamit a
felosztds menete, amig ,,igazsdgos” a két mérték kozotti megfelelés. Gondolkozhatnak
példéaul tgy, hogy ha harom csokit kell elosztani két gyerek kozott, nem sziikséges el6-
szOr mindharmat kettéosztani, majd a kapott fél szeleteket szétosztani, mivel ugyanilyen
igazsagosan osztjuk el a csokit, ha mindkét gyereknek adunk egy-egy egész csokit és
csak a harmadikat felezziik el kozottik. Ez egy lényeges belatds a tortek megértése
szempontjabol. A természetes szamok tartomanyaban egy harom elemet tartalmazoé hal-
maz ekvivalens minden haromelemi halmazzal, és csak a harom elemet tartalmazo6 hal-
mazokkal. A racionalis szamok tartomanyaban két kiilonb6zo szam altal leirt mennyiség
is lehet ekvivalens (pl. 1/2, 2/4, 3/6 stb. ekvivalensek, bar kiilonb6z6 szdm irja le dket).

Egy harmadik lehetséges mennyiségekre vonatkozé ismeret, amelyet a megfelelte-
tésbol nyerhetiink, a mennyiségek sorba rendezésével kapcsolatos: a gyerekek megérthe-
tik, hogy minél tobben osztoznak a csokin, egyenként annal kevesebbet kapnak beldle.
Az osztas kontextusaban ezt Uigy lehetne leirni mint az 0szt6 és a hanyados kozotti fordi-
tott aranyossag ismeretét. Korabban feltételezték, hogy a gyerekek ugyanilyen belatasra
jutnak a felosztasi séma hasznalatdval. Van azonban egy lényeges kiilonbség a kétféle
sémabdl levezethetd kovetkeztések kozott: a felosztas esetében egy mennyiségen beliili
relaciot kell 1étrehozni (minél tobb rész, annal kisebbek), mig a megfeleltetés esetében
mennyiségek kozotti viszonyt kell felallitani (minél tobb gyerek, annal kevesebb csoki).
Az empirikus kutatds feladata annak a kérdésnek a megvalaszolasa, hogy egyforma ne-
héz-e eljutni mindkét belatashoz, vagy az egyik konnyebb-e a didkoknak, ha igen, me-
lyik az.

Végiil, mind a felosztds, mind a megfeleltetés bizonyos mértékben eldsegitheti a
mennyiségek kozotti ekvivalencia megértésének kialakulasat, de a megértéshez vezetd
gondolkodasmod kiilonb6zo a kétféle cselekvési séma esetében. Ha csokiszeleteket ho-
zunk Osszefiiggésbe a gyerekek szamaval, gondolhatjak, hogy ha kétszer ennyi csoki
lenne és kétszer ennyi gyerek, a részesedésiik ugyanakkora lenne, annak ellenére, hogy
megvaltozott mind az 0sztd, mind az osztando6. Ez egyszer(ibb, mint a felosztdshoz sziik-
séges Osszehasonlitd gondolkodas. A felosztas esetében az ekvivalencia forditott ara-
nyossagon (ha valamit kétszer annyi részre darabolunk, akkor minden egyes rész mérete
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fele akkora lesz), mig megfeleltetésnél egyenes aranyossagon (ha kétszer annyi csokola-
dém van kétszer annyi gyerek részére, akkor nem valtozik az eredetileg kapott csokoladé
mennyisége) alapul.

Az ckvivalencia fogalmanak és a tortek sorrendjének osztasi szituacidkban vald
megértésére vonatkozo feltard elemzés azt jelzi, hogy érdemes az eddiginél tobb figyel-
met szentelni az osztasi sémak (felosztas és megfeleltetés) kiilonbozoségének. Az ekvi-
valencia €s a mennyiségek sorbarendezésének kérdését tekintve valoszintisithetd, hogy a
megfeleltetés sémdja zokkendmentesebb atmenetet biztosit a természetes szamok és a
racionalis szamok tartomanya kozott.

A tanulmany masodik és harmadik részében attekintem a gyerekek felosztassal és
megfeleltetéssel kapcsolatos felfogasait. Kiterjedt szakirodalom all rendelkezésre az em-
litett cselekvési sémdkrol, tanulmanyomban azonban azokra a kutatdsokra szeretnék
Osszpontositani, amelyek megvilagitjak, hogy lehetséges-e a természetes szadmok, illetve
a racionalis szamok altal reprezentalt mennyiségek megértése kozott folytonossagrol be-
sz€lni. Az egyszeriiség kedvéért az utobbit nevezziik ,,tort mennyiségeknek”.

A gyerekek megfeleltetési séma hasznalata mennyiségek meghatarozasa esetén

Piaget (1952) kutatasa 0ttdr6 volt annak a kérdésnek a targyaldsdban, hogy a meny-
nyiségekre vonatkozd kovetkeztetések meghozatala soran hogyan és mikor hasznaljak a
gyerekek a megfeleltetési sémat. Szamos, a gyerekek megfelelés-megértésével foglalko-
76 kutatasa kozott a fent emlitett kutatasban el6szor arra kérte a gyerekeket, hogy tegye-
nek egy-egy rézsaszinii virdgot az asztalon 1év6 vazak egy csoportjaba. Miutan kivetette
a vazakbol a rézsaszini virdgokat, arra kérte a gyerekeket, hogy tegyenek egy-egy kék
viragot ugyanazokba a vazakba, amelyekbe korabban a rozsaszin virdgokat tették. Ezek
utan Osszeszedette és félretetette az Osszes virdgot, a vazakat viszont az asztalon hagyta
¢s megkérte a gyerekeket, hogy éppen annyi szivoszalat vegyenek ki egy dobozbol,
amennyi ahhoz sziikséges, hogy mindegyik virdgot bele tudjunk tenni egy-egy szivo-
szalba. Az 5-6 éves gyerekek szdmolas nélkiil, megfeleltetéssel kovetkeztetni tudtak a
viragok és a szivoszalak szamanak ekvivalencidjara: két szivoszalat feleltettek meg egy
vazanak. Ezzel az eljarassal ekvivalens halmazokat kaptak. Piaget azt a kovetkeztetést
vonta le, hogy a gyerekek itéletei ,,multiplikativ ekvivalencidkon” alapultak (1952.
219. 0.), amelyeket a megfeleltetési séma hasznalata alakitott ki: a gyerekek ugy gondol-
kodtak, hogy ha kettd az egyhez megfelelés van a virdgok és a vazak szdma kozott, va-
lamint szintén kettd az egyhez megfelelés a szivoszalak és a vazak szdma kozott, akkor a
szivoszalak €s a virdgok szdmanak azonosnak kell lennie.

Piaget csak aranyossagot, osztast nem tartalmazoé szituacidban hasznalta a megfelel-
tetés sémajat. Frydman és Bryant (1988) vizsgalatsorozata ezzel szemben osztasi felada-
tok segitségével vizsgalta a halmazok megfeleltetését. Kutatasukban a gyerekek kaptak
egy csomag kockat, azaz ,jatékédességet”, amelyet egyenlden kellett szétosztaniuk kii-
16nbo6z6 jatékbabak kozott. A négy éves gyerekek hatékonyan és igazsagosan vitték ezt
véghez az ,.egyet neked — egyet nekem” tipusu eljaras segitségével. Az ,.édesség” szét-
osztasa utan a gyerekek biztosak voltak benne, hogy igazsdgosan jartak el és mindkét
babanak ugyanannyi ,,édesség” jutott. Ezek utan Frydman és Bryant megkérték a gyere-
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keket, hogy szamoljak meg az egyik babanak adott ,,édességeket”, majd ebbdl kovetkez-
tessenek a masik baba ,,édességeinek” szamara. A négy évesek koriilbeliil 40%-a tudta
azt a kovetkeztetést meghozni, hogy a masik babanak ugyanannyi ,,édessége” van, mint
az elsonek. A sikeresen kovetkeztetdk aranya az életkorral parhuzamosan névekedett. Ez
az eredmény kiterjeszti Piaget az irdnyll megfigyeléseit, melyek szerint megfeleltetés
segitségével nem csak szorzasi, de osztasi problémak esetében is képesek a gyerekek ek-
vivalencia itéleteket hozni.

A fent emlitett kutatdsi eredmények azt mutatjak, hogy a gyerekek a természetes
szamok tartomanyaban az ekvivalencia eldontése soran akkor is tudjak hasznalni a meg-
feleltetés sémajat, ha nem szamoljak meg a halmazok elemeit, azaz nem hasznalnak
kozvetitoként szamokat. Az eredményeket Davis és mtsai szamos esetben reprodukaltak
(Davis és Hunting, 1990; Davis és Pepper, 1992; Pitkethly és Hunting, 1996), publikaci-
oikban erre a sémara ,elosztasként” (dealing) utalnak. A szerzok ezt a sémat alapvetd
fontossagunak tartjak a tortek megértése soran (Davis és Pepper, 1992). Szamos egyen-
16séget vizsgald helyzetben — példaul az ujraelosztast egy j csoporttag érkezésekor — ta-
nulmanyoztdk a megfeleltetés hasznalatat. Az ujraelosztasi szituaciokban az elosztés
végrehajtasa utan tobb gyerek dontott az Gjraszamoléds mellett, igy voltak csak biztosak
abban, hogy mindenkinek egyforma mennyiség jutott (Davis és Pitkethly, 1990). Mind-
azonaltal a kutatok arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a gyerekek az elosztas sordn a
mennyiségek ekvivalencidjanak megteremtésére felhaszndljak a megfeleltetést.

Correa, Nunes és Bryant (1998) Kkiterjesztették a vizsgalatokat. Eredményeik arra
utalnak, hogy a gyerekek nem csak azonos osztok esetében tudjak az 1j mennyiséget
meghatdrozni, hanem akkor is, ha az osztok kiilonbozéek. Annak érdekében, hogy a té-
vesztés kikiiszobolése miatt a gyerekek ne szamoljak meg osztas utan a halmazok eleme-
it. Correa, Nunes és Bryant (1998) nem kérték a gyerekektdl, hogy végezzék el az elosz-
tast: miutan a gyerekek meggy6zddhettek rola, hogy a kiosztand6 édesség-mennyiségek
megegyeznek, az édességet a kisérletvezetd osztotta szét, rdadasul a gyerekek latoterén
kiviil.

A vizsgalatban kétféle osztasi modot alkalmaztak: azonos osztandd és azonos 0szto,
valamint azonos osztandoé és kiilonboz6 osztok. Az elébbi szitudcidban a gyerekeknek a
halmazok ekvivalencidjara kellett kdvetkeztetniiik, az utdbbi esetben pedig arra, hogy
minél tébben részesiilnek az édességbdl, annal kevesebbet kapnak beldle fejenként.

Amikor az osztandd és az 0sztd azonos nagysagu volt, az 6tévesek kétharmada, a
hatévesek tobbsége €s az Osszes hétéves is arra a kovetkeztetésre jutott, hogy mindenki
egyenld mennyiséget kapott. A fordtott aranyossagnal egyszerlibb volt az osztl6 és a ha-
nyados kozotti ekvivalencia megallapitasa: korosztalyonként 34, 53 és 81% volt azon
gyerekek aranya, akik arra jutottak, hogy minél tobben kapnak az édességbdl, annal ke-
vesebbet kap beldle egy 6. Correa egy korabbi kutatasa soran szintén arra a kdvetkezte-
tésre jutott, hogy az édesség babak segitségével torténd szétosztasa fejlesztette a gyere-
kek az ehhez hasonld feladatok megoldasdban. A megfelelés 1étrehozasardl valdo gondol-
kodas fejleszti az osztas soran 1étrejové mennyiségek relacidinak megallapitasat.

Az eddig emlitett kutatdsok mindegyikében az osztandé diszkrét mennyiségbdl allt és
nagyobb volt az osztdnal. Felmeriil azonban a kérdés, hogy vajon a gyerekek képesek-e
hasonld ekvivalencia itéleteket hozni, amikor egyrészrdl folytonos mennyiség is szerepel
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a feladatban, masrészrdl az osztandd kisebb az osztonal, azaz, tortekrol kell gondolkod-
niuk.

Kornilaki és Nunes (2005) két kiilonb6z6 szitudcidban hasonlitottak dssze a gyerekek
itéleteit: (1) diszkrét mennyiségek szerepeltek a feladatban és az osztandd nagyobb volt
az osztonal, (2) folytonos mennyiségeket tartalmazott a feladat és az osztando kisebb
volt az osztonal. Az els6 tipusu feladatban adott szamu jatékhalat kellett a gyerekeknek
elészor egy csoport fehér macska, majd egy csoport barna macska kdzott igazsagosan
szétosztaniuk. A halak szama mindkét esetben nagyobb volt, mint a macskaké. A maso-
dik tipust feladatban pedig hal-tortdkat (osztandd) kellett igazsagosan szétosztani a
macskak kozott, a tortak szama viszont mindig kisebb volt a macskak szimanal. A tortak
szama 1-3 kozott valtozott, mig a macskak szdma 2 és 9 kozott. Correa, Nunes és Bryant
(1998) altal felallitott elveket kovetve, a gyerekeknek valdjaban nem kellett szétosztani-
uk a halakat, sem felosztani a tortakat. Azt kérdezték toliik egy igazsagos elosztast kdve-
tden, hogy az egyik csoportban minden fehér macska ugyanannyi élelmet kapott-e, mint
a masik csoportban a barna macskak. Empson, Junk, Dominguez és Turner (2005) hang-
sulyozzék, hogy ,,az egyenld részek, példaul hetedek, megéllapitasa egy rész-egész rep-
rezentacioban nem sziikségszerii 1épés az 1/7 tort megértésé¢hez (ellentétes nézetet lasd:
Charles és Nason, 2000; Lamon, 1996; Pothier és Sawada, 1983). Elengedhetetlen
azonban annak megértése, hogy az 1/7 az a mennyiség, amelyet ugy kapunk, hogy az 1-
et 7 egyenld nagysagl részre osztjuk”. Néhany esetben megegyezett a halak (osztando)
¢s a macskak szama (0szt0), mas esetekben valtozatlan osztand6 mellett megvaltozott az
osztd. Az els6 tipusu szétosztasos feladatokban a gyerekeket az ekvivalenciarol kérdez-
ték, a masodik tipusu feladatok esetében pedig arra kérték a gyerekeket, hogy rendezzék
sorba az osztas utan kapott mennyiségeket. Tizenhat probat végeztek diszkrét mennyisé-
gekkel és huszonnégyet folytonos mennyiségekkel. A probak nagy szdma lehetévé tette
annak megallapitasat, hogy a gyerekek a talalgatisnal jobban teljesitettek-e.

A gyerekek tobbsége sikeres volt az olyan itemek esetében, ahol az osztandé6 és az
0sztd megegyezett: az dtévesek 62%-a, a hatévesek 84%-a és valamennyi hétéves helye-
sen valaszolta meg az adott kérdést. Amikor az osztandd azonos volt, az 0sztd viszont
kiilonb6z6, a helyes valaszok aranya 31, 50 és 81% volt a harom korcsoportban. A
diszkrét és folytonos mennyiségek kiillonbozdsége nem befolyésolta a sikeres feladat-
megoldok aranyat.

A legtobb item esetében a gyerekek az oszt6 és az osztando kozotti relacio fajtajanak
megjelolésével magyardztak valaszaikat: ha ugyanakkora az osztd, akkor nem valtozik a
rész nagysaga, vagy — kiilonbdzo osztdk esetén — minél tobb macska részesiil a tortakbol,
annal kisebbek lesznek a szétosztott részek. A diszkrét mennyiségeket tartalmazo felada-
tok megoldasanak indoklasa soran szdmokat a hétévesek 6%-a hasznalt, a fiatalabbak
még ritkdbban. Folytonos mennyiségeket tartalmazo feladatok megoldasa soran a rész-
aranyok megnevezésekor a hétévesek 3%-a hasznalt szdmokat. A magyarazatok elemzé-
se alatamasztja azt az elképzelést, mely szerint a gyerekek mind az egyenldségek megha-
tarozasakor, mind az osztas utan kapott mennyiségek sorbarendezésekor szamolés he-
lyett ekvivalenciarelacidokban gondolkodnak. A gyerekek egyenldség-itéletek meghoza-
talakor hasznalni tudjak a megfeleltetést, s6t tort mennyiségek sorbarendezésekor is si-
keresen hasznaljak azt, még abban az esetben is, ha nem tanultak korabban tortekkel
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szamolni. A megfeleltetés sikeres alkalmazasa fiiggetlen volt attol, hogy az osztas egész
szamot eredményezett-e, vagy az osztand6 nagyobb volt, mint egy és az eredmény nem
egész szam volt (pl. két torta felosztasa 3, 4 vagy 5 macska kozott).

A kisiskolas gyerekek legnagyobb részének nehézségei vannak, amikor folytonos
mennyiségeket kell egyenld részekre osztani (lasd pl.: Hierbert és Tonnessen, 1978;
Hunting és Sharpley, 1988a, 1988b; Miller, 1984; Piaget, Inhelder és Szeminska, 1960).
Kornilaki és Nunes (2005) szerint a gyerekek kovetkeztetési képességei fejlettebbek
proceduralis osztasi készségeiknél. Ez a fejlettség valdsziniileg a diszkrét mennyiségek-
bl 4ll6 osztando és osztd kozotti viszony ismeretébdl szarmazik.

Ujabban Mamede (2008) reprodukalta a fenti eredményeket, aki tort mennyiségeket
¢s aszimmetrikus relaciokat tartalmazoé feladatokat adott a gyerekeknek, akiknek azt a
felosztasi séma segtségével kellett megoldani. Mamede portugal elsé évfolyamos gyere-
kekkel dolgozott, akik iskolai keretek kozott még nem tanultak tortekrdl. Teljesitményiik
alig volt gyengébb az angol gyerekekénél: a hatévesek 55 és a hétévesek 71%-a volt ké-
pes meghozni azt a kdvetkeztetést, hogy minél nagyobb az osztd, annal kisebb részt kap
minden részesiilé az egészbal.

A fent emlitett kutatdsi eredmények azt sugalljak, hogy a gyerekek felosztasbol
szarmazd tapasztalataikbol kiindulva képesek felismerni és megtanulni az oszt6 és az
osztandd egymashoz vald lehetséges viszonyait. Ebb6l adododan, ha a gyerekek megfelel-
tetéseket haszndlnak a mennyiségek viszonyainak megértésére, lehetséges a viszonyla-
gosan zokkendmentes atmenet a természetes szamok €s a racionalis szamok kozott. Ez
az érv kozponti jelentdségli Streefland (1987, 1993, 1997) szdmara, aki tobb kutatdval
egylitt (Davis és Pepper, 1992; Kieren, 1993; Vergnaud, 1997) azt a kérdést vizsgalja,
hogy mi lehet a legidealisabb kezdeti pontja a tortek tanitdsanak.

A tanulmanyok biztatd eredményeket mutatnak arra vonatkozodlag, hogy a gyerekek
olyan esetekben is képesek megérteni az osztas logikajat, amikor az osztando kisebb az
osztoénal. Van azonban egy tovabbi probléma a természetes szamok ¢€s a racionalis sza-
mok kozotti atmenet sordn. A racionalis szamok tartomanyaban végtelen sok ekvivalens
tort van (pl.: 1/2=2/4=3/6 stb.), az eddig ismertetett munkakban pedig a gyerekeknek
csak olyan esetekben kellett megallapitani az ekvivalencidt, amikor az oszt6 és az osz-
tando egyenld volt. Felmertl a kérdés, vajon képesek lehetnek-e megallapitani az ekvi-
valenciat akkor is, amikor az oszt6 és az osztand6 kiilonbozd, az osztd/osztandd arany
azonban ugyanaz.

Nunes és mtsai (2008) 7 és 10 év kozotti, negyedikes és 6todikes angol gyerekeket
kértek meg, hogy hasonlitsak 0ssze a részeket olyan szétosztasi helyzetekben, amelyek-
ben az osztok és az osztandok kiilonbozdk voltak, aranyuk viszont azonos maradt. A ko-
rabbi kutatasok (lasd pl.: Behr, Harel, Post és Lesh, 1992; Kerslake, 1986) azt mutatjak,
hogy az ilyen kort gyerekeknek nehézséget okoz a tortek ekvivalencidja. A vizsgalatban
résztvevo gyerekek mar tanultak valamit a tortekrdl: felosztasi feladatokban talalkoztak
mar féllel és negyedekkel, de még csak egyetlen ekvivalencia part ismertek: egy fél
megegyezik két negyeddel. A kutatds sordn a gyerekeknek két képet mutattak: az egyi-
ken négy lany osztott fel egymas kdzott igazsagosan egy pitét, a masikon nyolc fiu tette
ugyanazt két pitével. A piték mérete, formaja azonos volt a két képen. A feladatban a
gyerekeknek azt kellett eldontemi, vajon minden fit és minden lany ugyanannyi pitét
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kap-e. Osszesen a didkok 73%-a (78% a negyedik évfolyamosoknal és 70% az 6tddike-
seknél, a kiilonbség nem szignifikans) valaszolt helyesen a kérdésre.

Az eddig attekintett kutatdsokban osztasbol szarmazd mennyiségek viszonyanak
meghatarozasara kérték a gyerekeket igy, hogy a feladatok csak két mértéktartomanyt
tartalmaztak. A feladatok megoldédsa soran a gyerekeknek nem kellett leirni szammal
(torttel) a kapott mennyiségeket.

Nunes és mtsai (2008) egy rovid tanitasi kisérletet végeztek a tortek tanitdsara. Meg-
tanitottdk a gyerekeket arra, hogyan irjak le a torteket két mértéktartomany (elosztott
mennyiségek és a beldliik részesiilok aranyanak) fiiggvényében, majd a kapott tortek
egyenldségére kérdeztek ra. Elemezték az ekvivalencia igazoldsara adott érveket és Osz-
szevetették azzal a belatassal, amelyet a megfeleltetési séma hasznalata révén az eloszta-
si kontextusban kifejlédni gondoltak. A kutatas sordn ez a rovid tanitasi kisérlet nagyban
hozzajarult a folyamatok megértéséhez, mivel egy meghatarozott tipusu vezérfonal fel-
hasznalasaval bepillantast nyerhettek a gyerekekben konstrudlodé megértési folyama-
tokba. A gyerekek iskolaban toltott idejiik nagy részét toltik azzal, hogy a felndttekkel
torténd interakcid soran (Cooney, Grouws és Jones, 1988; Steffe és Tzur, 1994; Tzur,
1999; Yackel, Cobb, Wood, Wheatley és Merkel, 1990) megprobaljak felhasznalni a ta-
nultakat. A vizsgalat csupan Osszefoglaldé formajaban érhetd el (Nunes, Bryant, Pretzlik
€s Hurry, 2006), ezért a kutatas néhany részletére az alabbiakban kitériink.

A kisérletben résztvevd gyerekek (N=62) hét és tiz év kozottiek voltak, negyedik, il-
letve 6tddik évfolyamon tanultak. Az el6z6 vizsgalatban szerepl6khoz hasonloan a vizs-
nultak. Az osztalytermen kiviil egy-egy kutatoval kis csoportokban dolgoztak (12 cso-
port 4-6 f6 kozotti 1étszammal, osztalylétszamtol fiiggden). El6szor egyénileg kellett az
Osszes problémat megoldaniuk, majd valaszaikat csoportmunka keretében vitattdk meg.
A beszélgetésekrdl hang- és képfelvétel késziilt. A gyerekek érveit szorol szora lejegyez-
tettiik, a video szalagok informacidit pedig kés6bb a leiratokkal egyiitt hasznaltuk fel a
gyerekek érveinek jobb megértése céljabol.

A vizsgélatban Streefland (1993) feladatait hasznaltuk. A gyerekek két felosztasi fel-
adatot oldottak meg a tanitasi vizsgalat els6, egy ekvivalencia feladatot pedig a masodik
napjan. Képes fiizetek tartalmaztak a feladatokat. Az els6 napon hasznalt feladatok a ko-
vetkez6k voltak:

(1) Hat lany egy csomag kekszet akar elosztani. A csomag zdrva, nem tudjuk, hany

keksz van a csomagban.

a) Hany keksz volt a csomagban, ha minden lany egyet kapott és egy sem ma-
radt?

b) Hany keksz volt a csomagban, ha minden lany egy felet kapott és egy sem
maradt?

c) Mi torténik a kekszek szétosztasakor, ha néhany tovabbi lany csatlakozik hoz-
zajuk? Ekkor a lanyok egyenként tobb vagy kevesebb kekszet kapnak, mint a
hat lany eredetileg?

(2) Négy gyerek harom csokoladét akar elosztani.

a) Kaphat-e mindenki egy egész csokit?
b) Kaphat-e mindenki legalabb egy fél csokit?
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c) Te hogyan osztanad el a csokoladékat? (A fiizet tartalmazott egy képet harom
csokoladérol és négy gyerekrdl és a gyerekeknek itt kellett megmutatniuk, ho-
gyan osztanak el 6ket.) {rd le, mekkora részt kaphat egy gyerek!

Miutan befejezték a fenti feladatokat, a kisérletvezetd azt mondta a gyerekeknek,
hogy a tortek leirasat fogjak gyakorolni, amit még nem tanultak az iskolaban. A gyere-
keket megkértiik, hogy irjak le a ,,felet” numerikus jelekkel, ezt mar ismerték. A kisér-
letvezetd azutan megkérdezte, miért van egyes a vonal folott, kettes pedig alatta, és miért
van a vonal a szamok kozott (a gyerekek értelmezéseirdl lasd: Charles és Nason, 2000;
Empson, Junk, Dominguez és Turner, 2005). A kisérlevezetd a valaszokbdl kiindulva el-
vezette a gyerekek annak felismeréséhez, hogy az adott tortjel értelmezhetd ,,egy csoki
két gyerek kozotti elosztasa”-ként, és hogy a vonal jeloli az osztast. Ezutan megkérdez-
tilk a gyerekeket: ha egy csokoladét kell négy gyerek kozott elosztani, milyen tortet ka-
punk? Ez szamukra mar ismert jel6lés volt, de azt akartuk, hogy a gyerekek ujraértel-
mezzEk azt ,egy osztva néggyel”-ként, és ne csak ugy gondoljanak a jelre, mint ,.egy
rész a négybdl”, ahogyan eredetileg értelmezték a felosztas kontextusaban kapott oktatas
alapjan. Ezutan kép felhasznalasa nélkiil a kisérletvezet6 arra kérte a gyerekeket, irjak le,
mekkora részt kapnanak a csokoladébol, ha

(1) egy csokoladét osztana el harom gyerek;

(2) egy csokoladét osztana el 6t gyerek;

(3) két csokoladét osztana el 6t gyerek.

A masodik napon bemutatott ekvivalencia feladat a kovetkezd volt:

Hat gyerek elment egy pizzériaba és rendelt két pizzat. El akartak osztani maguk ko-
zott. A pincér kihozott egyet és azt mondta, nekilathatnak, mert idébe telik, mig ki tudja
hozni a masodikat is.

a) Mennyit kap minden gyerek az elsé pizzabol, amelyet a pincér kihozott? frd le azt

tortet, ami ezt kifejezi!

b) Mennyit kapnak fejenként a masodik pizzabél? ird le a vélaszt!

¢) Ha 6sszeadod a két részt, mennyit kap egy gyerek Gsszesen? frhatsz ,+ jelet az

els6é és a masodik tort kozé, és ird a végére, mennyit kap egy gyerek dsszesen!

d) Ha akét pizza egyszerre érkezik, hogyan oszthatjak el masképpen?

e) Ekvivalensek-e ezek a tortek (a ,,c” és ,,d” kérdésre adott valaszok)?

Az eldz06 részben kifejtett hipotézisenknek megfelelden azt vartuk, a gyerekek nyer-
nek valamiféle belatast a racionalis szamok hasznalatdba azaltal, hogy kiilonb6z6 modo-
kat keresnek ugyanazon mennyiség felosztisara. Azt vartuk, hogy megértik a kovetke-
zOket: 1) lehetséges kisebb szdmot nagyobbal elosztani; 2) kiilonb6zd tortek is jelolhetik
ugyanazt a mennyiséget; 3) kétszeres felosztandd mennyiség elosztasa kétszeres szdmu
részesiilo egyén kozott az eredeti eredménnyel megegyez6 mennyiségeket eredményez;
¢s 4) minél nagyobb az osztd, annal kisebb a hanyados. Ez utobbi gondolat nem tarhatd
fel az ekvivalens tortek problémajanak kontextusaban.

A gyerekek arra vonatkozd magyardzatai, hogy miért gondoltdk a torteket ekviva-
lensnek vagy miért nem, bizonyitékot szolgaltattak mindharom el6zetesen elvart belatas
kialakulasara, s6t ennél tobbre is, amint azt alabb részletezziik.
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Lehetséges kisebb szamot nagyobbal elosztani

A tanuldknak nem okozott nehézséget egy pizzat felosztani hat gyerek kozott. Az a)
és b) kérdésben felvetett ekvivalencia-problémara reflektdlva, mindenki legalabb egy
tortet helyesen irt le (néhany gyerek tobb tortet is irt valaszként ugyanerre a kérdésre,
mindig helyesen).

A c) és d) pontban felvetett kérdésre reflektalva, amikor a gyerekeket arrdl kérdez-
tiik, hogyan osztanak el a két pizzat, ha azok egyidében érkeznek, és milyen tort irnd ezt
le, néhany gyerek 1/3 ardnyt adott meg mindkét pizzara, masok masok 2/12-et pizzan-
ként, 0sszesen tehat 4/12-et adva. Az utdbbi csoport ahelyett, hogy egy pizzat harom
lany k6zott osztott volna el, ugy dontott, tizenkét részre vagja a pizzakat, azaz megfelez-
ték a hatodokat. A felfogasok ilyen kiilonbsége mar dnmagéban kiilonb6z6 beszélgetés-
hez vezetett, még mieldtt a kisérletvezetd valdjaban felvetette a kérdést az ekvivalencia-
val és a kiilonb6z6 tortekkel kapcsolatban.

Kiilonbozo tortek is kifejezhetik ugyanazt a mennyiséget

Ezt a belatast minden csoport megemlitette. Egy gyerek példaul a kovetkez6t mond-
ta, ,,Ugyanannyian vannak az emberek, ugyanannyi a pizza, ugyanakkora lesz a tort is,
mindegy, hogyan vagjuk”. Egy masik azt mondta, ,,Mivel nem nagyon szamit mikor
osztjak szét, 6k megkapjak ezt [hadrom lany az elsé pizzat], 6k pedig azt [harom lany a
masodikat], és ugyanannyi lesz”. Egy harmadik gyerek szerint: ,,Ugyanannyi a pizza.
Kiilonbozo tortek lehetnek, de ugyanaz a mennyiség [ez a gyerek 4/12-et ajanlott 2/6-od
alternativajaként]”. Ismét mas szerint: ,,Hat, csak magaban az id6 nem sokat szamit, a
lényeg a dolgok szdma”.

Kétszeres osztando és kétszeres oszto ekvivalens mennyiségeket ad

Ezt az elvet a tizenkét csoportbol tizenegy emlitette meg. Példaul egy gyerek azt
mondta: ,,Ez a lanyok fele és a pizzak fele; harom fele a hatnak és egy a kettonek”. Ma-
sik igy érvelt: ,,Ha két pizzajuk van, akkor az els6t odaadhatjak harom lanynak, a maso-
dikat pedig a masik harom lanynak. (...) Ha mindenki egy részt kap minkét pizzabol,
mindenki ugyanannyit kap”.

Mindhérom elgondolas megfogalmazodott a gyerekekben. Két masik problémat is ki-
fejtettek azonban, amelyek megjelenésére nem szamitottunk ebben a megfeleltetési prob-
1émaban.

A részek szama és a részek mérete forditottan aranyos

Ezt az elvet a tizenkét csoportbdl nyolc fogalmazta meg. Példaul egy gyerek, aki ti-
zenkét részre vagta a pizzakat, a kovetkezot mondta: ,,Mivel ez annak [a szeletek szama-
nak] a duplaja, és ez annak [az egy személyre jutd adagnak] a dupldja, kétszer vagjak
félbe ¢és mindegyik fele méretii lesz; ugyanakkorak lesznek”. Mas szerint: ,Mivel
egyhatod és egyhatod valdjaban mas tortek [az egyharmadhoz képest] és megfelezodtek
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[a szeletek], hogy kisebbek legyenek és a felezés [a szeletek szdmaé] nagyobba teszi [a
szeletek méretét], ezért elfeleztem és egyharmad lett”.

A tortek ugyanazt a rész-egész viszonyt mutatjak

Ez a gondolat, amelynek kifejezddésére nem szamitottunk a megfeleltetési sémaban,
egy csoport esetében merdilt fel, eredetileg egyetlen gyereknél, de késobb ujra spontan
megfogalmazddott egy masik gyerekben is. Az elsé azt mondta: ,,Harom két hatod kell
ahhoz, hogy hat legyen [hat szeletet mutat egy pizzan bejelolve], és harom egy harmad
kell ahhoz, hogy harom legyen (hdrom szeletet mutat egy pizzan bejelolve). [Ezutan leir-
ta az 1. abran lathatd szamitast és azt mondta:] Van két hatod, hozza kell adni két hato-
dokat haromszor, hogy hat hatod legyen. Egy harmaddal haromszor egy harmadot kell
hozzaadni, hogy harom harmad legyen”. Figyeljik meg, hogy nem a 6/6-od vagy a 3/3-
ot irja le, azokat csupan szdban fejezi ki. Nem a gondolkodasa, hanem a megjelolése a
hibas. Ugy tiinik, semmi kétsége sincs a fel8l, hogy 6/6 és 3/3 ekvivalens egészek: érve-
1ése ezt feltételezi.

1. abra
Egy gyerek irasbeli teljesitménye
(haromszor 2/6 egyenld 6 és haromszor 1/3 egyenlo 3)

Ez a rovid tanitasi kisérlet azzal a céllal folyt, hogy olyan helyzetekben kapjunk in-
formacidt a gyerekek beszélgetéseibdl, amelyekben a megfeleltetés osztasi sémajat hasz-
nalhattak. A problémak els6 csoportja, amelyben diszkrét mennyiségeket kellett szétosz-
taniuk, megteremtette a hatteret a gyerekek szdmara a cselekvési séma hasznalatdhoz.
Ezutan segitettiik Oket az irott tortek meghatarozott értelmezésének kialakitdsaban,
amely szerint a szdmlal6 az osztandd, a nevez0 az osztd, a vonal pedig az osztds miivele-
tét jeloli. Ez az értelmezés nem helyettesitette eredeti elképzelésiiket, mely szerint az
osztas bizonyos szamu rész elvétele az egészbdl, ehelyett a két értelmezés egyiitt élt
benniik, és mindketté megjelent érveikben valaszaik indoklasakor. A kdvetkezd problé-
makban, amelyekben az elosztandé mennyiség folytonos volt, az osztand6 pedig kisebb
volt az osztonal, a gyerekek lehetdséget kaptak, hogy felfedezzék a folytonos mennyisé-
gek elosztasanak kiilonb6z6 moédjait. Nem kértiik 6ket, hogy valdjaban osszak el a piz-
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zakat, igy néhanyan jelolték papiron az elosztast, masok nem. A 2. dbra bemutat egy
példa rajzot, amely tartalmaz néhany lehetséges felosztast: a gyerek rajzadnak legfeltii-
nébb tulajdonsaga a megfeleltetés hasznalata. A pizzak harmadokra osztidsdnal a pizzan
beliili pontok a beldle részestiloket képviselték. A megfeleltetés sémaja meghatarozod
szerepet jatszott a gyerekek gondolkodasaban. Néhany esetben a megfeleltetéseket men-
talisan kivitelezték és verbalisan fejezték ki, mas esetekben a megfeleltetés szemlélteté-
sére rajzokat és gesztikulacidt hasznaltak.

2. abra
Egy gyerek rajza, amely a 2/6 és az 1/3 ekvivalencidjat szemlélteti

Mas kutatok is utaltak mar arra, hogy a gyerekek torteket tartalmazo problémak meg-
oldasa soran hasznaljak a megfeleltetés modszerét. Empson (1999) a kovetkezd problé-
mat adta fel 6-7 éves gyerekeknek (elsé évfolyamosok az USA-ban): négy gyerek sze-
retne elosztani harom palacsintat. Hany palacsinta kell ahhoz, hogy ha tizenkét gyerek
osztozik rajtuk és mindenki ugyanannyi palacsintat kapjon, mint a harom gyerek a négy
palacsintabol? Megfigyelései szerint harom gyerek a felosztas hasznalataval oldotta meg
a feladatot, harom pedig megfeleltette a harom palacsintat a négyfos csoportnak. Hason-
16 stratégiakrol szamolt be egy masik probléma kapcsan is, amelyben két csokiszeletet
kellett harom gyerek kozott elosztaniuk.

Kieren (1993) szintén megfeleltetések hasznalatat figyelte meg, mikdzben a gyere-
keknek egymassal nem ekvivalens torteket kellett 6sszehasonlitani. Hét gyerekre jutott
négy elosztando targy az A csoportban, és négy gyerekre két elosztando targy a B-ben. A
gyerekeket arrdl kérdezte, mennyit kapna mindenki az egyes csoportokban, valamint
hogy a két csoport tagjai ugyanakkora mennyiséget kapnanak-e. Kieren bemutat egy
nyolc éves gyerektdl szarmazo rajzot, amelyen a targyakat felosztotta felekre, és az igy
kapott felek és a részesiilok kozott megfeleltetést hasznalt. Az A csoportban egy részesii-
16 nélkiili vonal azt mutatja, hogy volt egy ,.extra fél” és a gyerek amellett érvelt, hogy
ahhoz, hogy a két csoportban az egy fére jutd mennyiségek megegyezzenek, még egy o
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hianyzik az A csoportbol. Kieren ezt a gondolkodast ,,megfelelteté vagy ‘aranyszerd’
gondolkodasnak” nevezi (54. o.).

Konkluzio

A gyerekek a kdvetkezokre tudjak hasznalni a megfeleltetés sémajat:
— halmazok kozotti ekvivalencia megallapitasara, amelyek azonosan aranylanak egy
referencia-halmazhoz (Piaget, 1952);
— dolgok ujraelosztasara;
— osztasbol szarmazo ekvivalencidk indoklasahoz, fliggetleniil attol, hogy az osztd
kisebb, vagy nagyobb az osztandénal (Empson, 1999; Nunes és mtsai, 2008);

— tort mennyiségek sorba rendezésére (Kieren, 1993; Kornilaki és Nunes, 2005).

Az emlitett vizsgalatok mindegyike tiz éves kor alatti gyerekekkel késziilt és pozitiv
eredményeket mutatott. Ez ellentétben all a gyerekek osztasi nehézségeit leird szakiroda-
lommal és azt a kérdést veti fel, hogy a nehézségek talan a gyerekek felosztdson alapuld
cselekvési sémajabdl, illetve az ezzel osszefiiggd tort-képzetiikbdl adodnak (lasd Lamon,
1996; Streefland, 1987). A tanulmany tovabbi részében a gyerekek felosztasi sémajanak
fejlodését és az azon alapul6 tort-képzetet elemezziik.

A gyerekek felosztasi sémaja és a mennyiségekkel kapcsolatos itélethozatal

A felosztas sémadjat, amelyet neveznek még részekre osztasnak (subdivision) és felda-
rabolasnak (dissection) is (Pothier és Sawada, 1983), kdvekezetesen egy egész részekre
osztasaként definidljuk. A folyamatot nem egy adott dolog részekre vagasaként értel-
mezziik, amint teszik azt hagyomanyosan, hanem egy kezdettdl irdnyitott folyamatként
azzal a céllal, hogy elére meghatarozott szamu egyenld részt kapjunk.

Piaget, Inhelder és Szeminska (1960) Uttord vizsgalatot végeztek a felosztas €s a tor-
tek kapcsolatar6l. Szdmos olyan belatast fogalmaztak meg, amelyeket sziikségesnek vél-
tek annak eléréséhez, hogy a gyerekek eljuthassanak a tortek megértésére, és ezeket
vizsgaltak felosztasi feladatokkal. A motivaciot maga a torta jelentette, amelyet fel kel-
lett osztani megadott szamu gyerek kozott. Ugy gondoltak, hogy ,.a tort képzete két
alapvet6 relaciotol fiigg: a rész egészhez fiz0d6 viszonyatol (...) és a rész részekhez fii-
z6d6 viszonyatol” (309. o.). Piaget, Inhelder és Szeminska (1960) szamos tényt azonosi-
tottak, amelyek belatasa nélkiil a gyerekek nem értik meg a torteket:

1) feloszthatonak kell tekinteni az egészet. Erre a gyerekek kb. két éves korukig nem

képesek;

2) alétrejovo részek szama kezdettdl fogva meghatarozott;

3) arészek dsszességének meg kell egyezni az egésszel (azaz nem lehet méasodik ko-

re az osztasnak és nem lehet maradék);

4) a vagasok szama és a 1étrejove részek szama Osszefiigg egymassal (pl.: ha két

részre akarunk valamit osztani, ahhoz egy vagast kell ejteniink);

5) minden résznek azonosnak kell lennie;

6) minden rész 6nmagaban egésznek tekintendd, amelyek bedgyazddnak az egészbe,

de tovabbi felosztasok alapjat is képezhetik;
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7) az egész valtozatlan marad és megegyezik a részek osszegével.

Piaget, Inhelder és Szeminska (1960) megfigyelték, hogy a gyerekek ritkan voltak
képesek helyes felosztasra hat éves koruk el6tt. A {0 stratégia a sikeres felosztas kivite-
lezésére egymast kovetd kettéosztasok hasznalata volt, igy a gyerekek hamarabb tudtak
négyfelé¢ osztani valamit, mint harmadolni. Az egymast kovetd felezések segitettek a
gyerekeknek bizonyos tortek megértésében, egyszertibb példaul igy nyolcadokra osztani
valamit. Azonban ez mas tortek megértésekor zavart okozott: néhany gyerek 6todolés
helyett hatodokra volt csak képes osztani, eldszor elfelezve az egészet, majd minden
részt haromfelé osztva.

Piaget, Inhelder és Szeminska (1960) azt is vizsgaltak, a gyerekek megértik-e a tortek
fogalmanak hetedik kritériumat, azaz az egész megmaradasat. Ez a belatas, érvelésiik
szerint, azt feltételezi, hogy a gyerekek megértsék, a részeket nem lehet csupan részek-
nek tekinteni, meg kell érteniiik kapcsolatukat az egésszel is. Néhany gyerek ezt nem ér-
tette meg ¢€s amellett probalt érvelni, hogy ha valaki megeszik egy 1/2+2/4 részre vagott
tortat, masvalaki pedig egy 4/4 részre vagott tortat, a masodik tobbet eszik, mert 6 négy
részt evett, az els0 pedig csak harmat. Annak ellenére fenntartottdk ezt az allitasukat,
hogy felismerték, ha az egyes részeket Osszetessziik, mindkét esetben egy egész tortat
kapunk. Végiil, azt is megfigyelték, hogy a gyerekeknek nem kell eljutniuk a felosztas
sémajanak legfejlettebb szintli alkalmazasaig ahhoz, hogy megértsék az egész megmara-
dasat.

A gyerekek nehézségeinek meglétét a folytonos egészek egyenld részekre osztasaban
sok esetben megerdsitették olyan gyerekekkel végzett kisérletek, akik az iskolaztatas
elott alltak vagy elsd éviiket toltotték az iskolaban [pl.: Hiebert és Tonnessen (1978), il-
letve Hunting és Sharpley (1988b) megfigyelték, hogy a gyerekek nem latjak eldre a va-
gasok szamat és nem is osztjak fel az egészet maradéktalanul]. Ezek a vizsgalatok to-
vabbi informacidval szolgaltak a gyerekek felosztassal kapcsolatos tudasaval kapcsolat-
ban. Pothier és Sawada (1983) valamint Lamon (1996) részletesebb sémat javasoltak a
felosztasi séma fejlodésének elemzésére, mas kutatok (Hiebert és Tonnessen, 1978;
Hunting és Sharpley, 1988a; Miller, 1984; Novillis, 1976) pedig ramutattak, hogy a
diszkrét és folytonos mennyiségek felosztasanak nehézségei nem azonosak, amint azt
Piaget feltételezte. A gyerekek olyan eljarast hasznalhatnak a diszkrét mennyiségek fel-
osztasara, amely nem alkalmazhat6 folytonos mennyiségek esetén: ,kioszthatjak” a
diszkrét mennyiségeket, a folytonosakat ezzel szemben nem. Ezért szignifikdnsan jobban
teljesitettek az el6bbi, mint az utdbbi tipust feladatokban. A megfeleltetési séma eseté-
ben megfigyelt zokkenOmentes atmenet a kétféle tipusu mennyiségek kozott nem volt
reprodukalhat6 a felosztasi séma hasznalataval.

A tanulméanyban érintett kutatasok a racionalis szamok terén a megfeleltetési séma
hasznalatat helyezik el6térbe a felosztas hasznalataval szemben. A hivatkozott vizsgala-
tok azonban a felosztas sémajara per se dsszpontositottak, az itt felvetett kérdés pedig az,
hogy képes-e a felosztas eldsegiteni az ekvivalencia és a tortek sorbarendezésének
megértésését, amint azt jelen tanulmany elso részében feltételeztiik.

Szamos kutatasban vizsgaltdk mar a tortek ekvivalencidjanak megértését felosztasi
kontextusban (pl. Behr, Lesh, Post és Silver, 1983; Behr, Wachsmuth, Postm és Lesh,
1984; Larson, 1980; Kerslake, 1986), a felhasznalt modszerek kiilonbozdsége azonban
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szinte lehetetlenné teszi a felosztasi és a megfeleltetési sémat vizsgald tanulmanyok 6sz-
szevetését. Ha a tanulmanyok a mennyiségek problémaja helyett a tortek reprezentacio-
janak leirasaval kezd6dnek, nem lehet dket Gsszehasonlitani az el6zd részben taglalt ta-
nulmanyokkal, amelyek arra kérték a gyerekeket, hogy mennyiségekrdl gondolkozzanak,
nem sziikségszerlien hasznalva tort szadmokat. Ezért itt csak a kordbban bemutatott meg-
feleltetés-vizsgalatokban alkalmazott méddszerekhez hasonld felépitésti tanulmanyokat
tartjuk érdemesnek a részletesebb elemzésre.

Kamii és Clark (1995) egybevago téglalapokat adtak gyerekeknek, amiket kiilonb6zo
vagasokkal osztottak fel. Példaul egy téglalapot hosszaban, mig egy masikat keresztben
vagtak ketté. A gyerekeknek lehetdségiik volt belatni, hogy a téglalapok azonos méretii-
ek voltak és a két-két fél mérete is megegyezd. Azt kérdezték a gyerekektdl, hogy, ha a
téglalapok csokoladétortak lennének és a kutatok megennének egy olyan szeletet, ame-
lyet az elsd téglalapbol vagtak, a feladatot végzd gyerek pedig megenne egy részt a ma-
sodikbol, ugyanannyit ennének-e. Ez a moddszer konnyen Osszevethetd Kornilaki és
Nunes (2005) kutatasaiban hasznalt moédszerekkel. Ott a gyerekeknek nem kellett kivite-
leznitik a felosztast, igy azzal kapcsolatos nehézségeik nem befolyasoltak itéleteiket. Ha-
sonléan motivalt kontextusokat is hasznalnak, azonos kérdésre kifuttatva, mely szerint
ugyanannyit ehetnének-e a résztvevok. A Kamii és Clark (1995) altal feltett kérdések
azonban a gyerekek felosztassal kapcsolatos elképzelését vizsgaljak, valamint a két
egész részeinek viszonyat, mivel mindkét egész egy-egy emberhez kapcsolodik.

Kamii kutatasaban résztvevd gyerekek lényegesen idosebbek voltak, mint a megfelel-
tetés-vizsgalatokban résztvevd gyerekek: az iskola 6tddik-hatodik évfolyaman tanultak
Az eldzetes oktatas ellenére a gyerekek sikeressége elég alacsony volt: az 6tddikesek ko-
zlil mind6ssze 44%, a hatodikosok koziil pedig 51% érvelt amellett, hogy ugyanannyi
csokoladét ennének, mert csak egyforma méretli részek alltak rendelkezésre. Kamii és
Clark mutattak a gyerekeknek két azonos méretii részt, az egyiket negyedekre osztva egy
hosszanti és egy keresztiranyll vagassal, a masikat pedig nyolcadokra osztva csak hosz-
szanti vagasok segitségével. Elvettek egy negyedet az elsé ,,csokitortabol”, 3/4-et meg-
hagyva ,,elfogyasztasra”, ezutan megkérték a gyerekeket, hogy vegyenek el maguknak
ugyanennyit a masik tortabol, amely nyolcfelé volt osztva. A j6 megoldasok aranya ezit-
tal még alacsonyabb volt: az 6todikesek 13%-a, a hatodikosoknak pedig 32%-a azonosi-
totta helyesen a 3/4-et kitevd nyolcadok szamat.

A tortek ismeretének vizsgalata kozben Nunes és Bryant (2004) felekkel kapcsolat-
ban hasonlo kérdést tett fel angol gyerekeknek. A kutatasban szerepld gyerekek negye-
dikesek és otodikesek voltak. A gyerekeknek képeket mutattak, amelyeken egy lany és
egy fiu, valamint két egybevago téglalap szerepelt, ,,csokitorta”-ként. A fiti keresztben, a
lany pedig hosszaban felezte meg a maga ,.tortajat”. A gyerekeket arra kértiik, mondjak
meg ugyanakkora részt ettek-e meg a ,,tortabol”, és ha nem, melyik gyerek evett tobbet.
Eredményeink pozitivabbak voltak Kamii és Clark eredményeinél: a negyedikesek 55%-
a és az otodikesek 80%-a helyesen valaszolt. Azonban ezek az eredmények is gyengének
szamitanak azzal 6sszevetve, milyen a helyes valasz aranya, ha a probléma a gyerekek
megfeleltetés-megértésére vonatkozik. Kornaliki és Nunes (2005) vizsgalataban a hét-
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évesek (harmadikosok) 100%-a felismerte, hogy azonos 0szt6 és azonos osztandd azo-
nos részeket eredményez.

Mamede (2008) kozvetleniil sszehasonlitotta a gyerekek megfeleltetési és felosztasi
séma hasznalatat ekvivalencia és sorbarendezési problémak megoldasdban, tort mennyi-
ségeknél. Ebben a jol kontrollalt vizsgalatban gyerekekr6l és csokoladékrol szold torté-
netbe agyazott problémakat hasznalt, hasonld képeket és matematikailag azonos kérdé-
seket, a szituacidoban hasznalt osztasi séma volt az egyetlen valtozo, amely megkiilon-
boztette a problémakat. A megfeleltetési problémakban példaul azt mondta a gyerekek-
nek: ,,Ezen a zstron harom lany akar elosztani igazsagosan egy csokitortat, ezen a masik
zsuron pedig hat fiu akar igazsagosan elosztani két csokitortat”. A gyerekeknek azt kel-
lett megmondaniuk, hogy a fiuk egyenként tobb tortat esznek-e, mint a lanyok, illetve,
hogy a lanyok esznek-e tobbet, vagy mindenki ugyanannyit eszik. A felosztasi problé-
maban azt mondta: ,Ennek a lanynak és ennek a fiunak ugyanolyan (egybevago)
csokitortdja van, mind a kettd til nagy ahhoz, hogy egyszerre megegyék, ezért a lany
felvagja a tortajat harom egyenld részre és egyet megeszik, a fitl pedig hat egyenl6 részre
vagja a tortajat és kettot eszik meg”. A kérdés az volt, vajon a lany és a fit egyenld
mennyiségll tortat evett-e, vagy az egyik tobbet evett a masiknal. A gyerekek (6-7 éve-
sek) portugal elsésok voltak, el6zoleg nem kaptak semmilyen oktatast a tor szamokkal
kapcsolatban.

A megfeleltetési kérdésekre a hatévesek 35, a hétévesek 49%-a valaszolt helyesen. A
felosztasi kérdésekre mindkét korcsoport 10%-a adott helyes valaszt. Ezek a szignifikans
kiilonbségek azt mutatjak, a megfeleltetési gondolkodas hasznalata eldsegiti a gyerekek
tort-ekvivalencia megértését, mig a felosztas nem tesz lehetdvé ilyen belatast.

Végiil lényegesnek tartjuk Osszehasonlitani az ekvivalenciara és a tortek altal
reprezeltadlt mennyiségek sorrendére vonatkozd tanuldi érveket. A szakirodalomban
szamos tanitasi vizsgalat talalhat6, amelyek a tanuldok tortekkel kapcsolatos belatasait a
felosztas segitségével probaljak fejleszteni (pl.: Behr, Wachsmuth, Post és Lesh, 1984;
Brousseau, Brousseau és Warfield, 2004, 2007; Empson, 1999; Kerslake, 1986; Olive és
Steffe, 2002; Olive és Vomvoridi, 2006; Saenz-Ludlow, 1994; Steffe, 2002). Ezek leg-
tobbjében a tanulok osztasi nehézségeit elére felosztott anyagok hasznalataval (pl.: Behr,
Wachsmuth, Post és Lesh, 1984) vagy szamitastechnikai eszk6zok alkalmazasaval kiisz-
obolik ki, ahol a tanuld utasitdsainak megfeleléen a szamitogép végzi az osztast (pl.:
Olive és Steffe, 2002; Olive és Vomvoridi, 2006).

Tobb tanulmany 0sszekapcsolja a felosztast a megfeleltetéssel. Azért, mert a kutatok
nem tesznek kiilonbséget a két séma kozott (pl.: Saenz-Ludlow, 1994), vagy, mert olyan
jellegi tanitasi gyakorlatot szeretnének megalapozni, ami egy hatékonyabb fejlesztd
programban egyesiti a két sémat (pl.: Brousseau, Brousseau és Warfield, 2004, 2007).

A tanulok érveit vizsgald két kutatds a tanitast a felosztisra Osszpontositja. Behr,
Wachsmuth, Post és Lesh (1984) kiilonboz6 tipusti manipulativat hasznaltak, ugyanakkor
megtanitottak a tanuldknak, hogyan hasznéljanak algoritmusokat (az arany kifejezhet6 a
nevezd és a szamlalo elosztasaval) a tortek ekvivalencidjanak ellenérzésére. Részletesen
elemezték a gyerekek tortek sorbarendezésekor adott érveit. Osszefoglalva a kovetkezd
belatasokrol szamolnak be a tanitast kovetden:
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— Amikor azonos szamlaloju torteket rendeznek sorba kiilonb6z6 nevezdkkel, tgy
tiinik, a tanulok képesek amellett érvelni, hogy forditott aranyossadg van a részek
szama és mérete kozott. Ez az érv vagy explicit utalast tartalmaz a szamlalora
(,,mindegyikben két rész van, de a kétotdd részei kisebbek™ 328. o.), vagy implici-
ten utal ra (,,minél nagyobb a szdm, annal kisebbek a kapott részek” 328. o.).

— Két tort 0sszehasonlitdsakor egy harmadik szolgalhat referenciapontként: haromki-
lenced kevesebb, mint haromhatod, mert ,,haromkilenced (...) kisebb, mint fél, ha-
romhatod pedig éppen egy fél” (328. 0.). Nem ismert, hogy a tanulok tanultdk-e,
hogy 3/6 és 1/2 ekvivalensek, de fel tudjak hasznalni ezt az ismeretet egy masik
Osszevetés megoldasara.

— A tanuldk hasznaltdk a tanult ardnyossagi algoritmust annak vizsgalatara, ekviva-
lensek-e az adott tortek: 3/5 és 6/8 nem ekvivalens, mert ,,ha egyenléek lennének, a
harom megvan egésszer a hatban, de az 6t nincs meg egésszer a nyolcban”.
(331.0.)

— A tanuldk megtanultak haszndlni a manipulativ anyagokat annak érdekében, hogy
szemléleti Gsszehasonlitasokat tegyenek: 6/8 és 3/4 egyenld, mert ,,négy résszel
kezdtem. Ezutan egyaltalan nem kellett valtoztatnom a papir méretén. Csak félbe-
hajtottam, €és nyolcat kaptam”. (331. 0.)

Behr, Wachsmuth, Post és Lesh (1984) arrél szdmolnak be, hogy 18 hét tanitas utan a
tanulok nagy hanyada (27%) tovabbra is hasznalt a szemléleti 6sszevetésekben manipu-
lativ eszk6zoket; ugyanilyen aranyban (27%) hasznaltak egy harmadik tortet referencia-
pontként és hasonl6 aranyban (23%) hasznaltak azt az ardnyossagi algoritmust, amelyet
két tort dsszehasonlitasara tanitottak nekik.

Végiil, nincsen arra bizonyiték, hogy a tanulok megértették, hogy a részek szama és
mérete pontosan aranyosan kompenzalhatja egymast. Példaul 6/8 és 3/4 dsszehasonlita-
sakor a tanulok érvelhettek volna ugy is, hogy kétszer annyi részre bomlik az egész, ha
nyolcfel¢ vagjuk, mint ha négyfelé, ezért kétszer annyit (6) kell venni ezekbdl a részek-
bél ahhoz, hogy ugyanazt a mennyiséget kapjuk.

Végeredményben ugy tinik, a tanulok valamennyire belattdk az osztd és a mennyiség
forditott aranyossagat, ez azonban csak akkor segitette 6ket, ha az osztandé nem vélto-
zott. Nem voltak képesek kiterjeszteni ezt a megértésiiket mas szitudciokra, amelyekben
a szamlalo és a nevezo is eltérd volt.

A tanulméanyok masodik csoportja Steffe és munkatirsai vizsgalataihoz kotodik
(Olive és Steffe, 2002; Olive és Vomvoridi, 2006; Steffe, 2002). A tanitas célja nagyrészt
az volt, hogy segitse a gyerekeket a tortek numerikus kifejezésében vagy olyan tortek
létrehozasaban, amelyek jele adott volt, nem lehetséges beszamolojukbdl a gyerekek tor-
tek ekvivalencidjara vonatkoz6 érveit kiszlirni.

Mindemellett egy alabb részletezett protokol (Olive és Steffe, 2002) bizonyitékokat
ad arra vonatkozdan, hogy az altortek nehézségeket okoznak a tanuldknak. A nehézsé-
gek szarmazhatnak a tanulok tort-fogalmanak alapjaul szolgalo felosztasi séma hasznéla-
tabol. A kisérletvezetd megkérte Joe-t, hogy készitsen egy 6/5 hosszu rudat 1/5-nyi dara-
bokbol. Joe azt mondta, hogy nem tud, mert dsszesen 6t van beldlilk. Némi 0sztonzés
utan Joe hozzdad még egy 6t6dot a mar felhasznalt 6thdz, de nem nyilvanvalo, hogy a
fizikai cselekedet meggydzte arrdl, hogy a 6/5 matematikailag helyénvalo. Egy kovetke-
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z0 példaban Joe 9/7-ként jelol meg egy kilenc darabbdl allé rudat, amely darabokat
egyhetednek nevezték, de a kutatok szerint megmarad ,,egyfajta figyelemremélté bizony-
talansag”. Joe késobb nyolcat szamol Ossze az egyhetednek nevezett darabokbdl, de nem
nevezi ,,nyolcheted”-nek. Amikor a kutato felajanlja ezt a megnevezést, 6 megkérddjele-
zi: ,,Hogyan lehet NYOLC heted?” (Olive és Steffe, 2002. 426. 0.). Késébb visszautata-
sitja egy 10/7 hosszusagu rid megkonstrualasat annak ellenére, hogy fizikailag minden
feltétel adott. Ezt kdvetden masnap Joe reakcidja egy altortre a kovetkezo: ,,Még mindig
nem értem, hogy tudjak megcsinalni. Hogyan lehet egy tért nagyobb, mint 6nmaga?”
(Olive ¢és Steffe, 2002. 428. 0.).

Amikor azt a problémat mutatjak be, amelyben pizzakat kell emberek kdzott szétosz-
tani, a kutat6 szerint Joe belatja, hogy az altortek elfogadhatéak. Amikor tizenkét barat
rendel egyenként két szelet pizzat nyolc szeletre felvagott pizzak esetében, Joe azonnal
felismerte, hogy egy pizzanal tobbre lesz sziikség. A hagyomanyos felosztasi szituacio,
amelyben egy egészet osztunk egyenld részekre, atalakul egy kevésbé megszokott hely-
zetté, amelyben két egész szerepel, a részek nagysaga viszont meghatarozott.

Ez a példa illusztralja, hogy a tanuldknak ugyan nehézségei vannak az altortekkel
felosztasi kontextusban, azonban ezen feliil tudnak kerekedni, ha egynél tobb egészben
gondolkodnak.

Konkluzio

A felosztas, egy egész elére meghatarozott szami egyenld részre osztasaként defini-
alva, lassabb fejlodési folyamatot mutat a megfeleltetésnél. Ahhoz, hogy a gyerekek si-
keresek legyenek, eldre kell latniuk a megoldast, hogy a megfeleld szamu vagasi folya-
mattal megfeleld szdmu egyenld részt kapjanak, amelyek maradéktalanul kiteszik az
egészet. Ennek elérése azonban, gy tlinik, nem hoz 1étre azonnali belatast az ekvivalen-
cia fogalmaba és a tort mennyiségek sorbarendezésébe. Lathatdlag sok gyerek nem tartja
sziikségszertinek, hogy két egybevagd egészbdl képzett felek ekvivalensek legyenek,

Annak érdekében, hogy ezt a sémat a tortek tanulasanak alapjaul lehessen felhasz-
nalni, a tanitasi sémak ¢€s a kutatdk ,,elovagott” egészekre vagy szamitastechnikai eszko-
zokre hagyatkoznak, hogy kikiiszobdljék a pontos felosztassal jaré nehézségeket. A ta-
nulok a felosztasi séma segitségével belatast nyerhetnek a részek szama és mérete kozot-
ti forditott aranyossagba, de nem all rendelkezésiinkre bizonyiték a fel6l, hogy megértik,
ha kétszer tobb részre vagunk egy egészet, mindegyik rész fele akkora méretii lesz. Vé-
giil, az altortek megzavarhatjak a tanulok elképzeléseit, akik mar kialakitottdk magukban
a tort fogalmat a felosztas kontextusaban. Lényeges, hogy ennek a zavarnak tudatdban
legyiink, ha ezt a sémat valasztjuk a tortek tanitdsdhoz.
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Eszrevételek és oktatasi implikaciok

A jelen tanulmanyban bemutatott elemzés arra a feltevésre €piil, hogy a gyerekek cse-
lekvési sémaikbol, valamint ezek reflexidibdl kiindulva tanuljak meg a matematikai fo-
galmakat, amely reflexiok magukbol a sémakbol, tarsas interakciobol, valamint tanarok-
tol és tarsaktol szarmaznak. Kétféle, osztasi szituaciokban hasznalhatod cselekvési sémat
kiilonboztettem meg: felosztasi, amely egy egész egyenld részekre osztasat jelenti, vala-
mint megfeleltetési szituacidkat, amelyben két mennyiség (vagy mérték) szerepel, egy
felosztandd mennyiség és az abbol részesiilok szama. A két cselekvési séma kifejlodése
kiilonbozo: 5-6 éves gyerekek egészen jol alkalmazzak a megfeleltetést egyenld részek
létrehozasara, mig nagy nehézségekkel kiizdenek folytonos mennyiségek felosztasakor.

Feltartuk a két emlitett cselekvési séma nyujtotta lehetdségeket, és feltételeztiik azok
kiilonbozoségét. A megfeleltetési szituaciok alkalmasak arra, hogy a gyerekek némi be-
latast nyerjenek a tortek ekvivalencidjaba, amikor az osztd és az osztando kiilonbozik,
azt gondolva, hogy ha kétszer annyi szétosztandé dolog van, és kétszer annyian része-
stilnek bel6liik, akkor mindenki részesedése ugyanakkora marad. A felosztiasnal a gyere-
kek ugy érthették meg a tortek ekvivalenciajat, hogy felismerték, a részek szama és mé-
rete kompenzalja egymast: ha egy egészet kétszer annyi részre vagunk, az egyes részek
mérete megfelezédik. A rendelkezésre all6 adatok azt mutatjdk, hogy a megfeleltetést
hasznal6 gyerekek hipotéziseinknek megfelelden némileg megérthetik az ekvivalencia
mikodését, azonban a felosztast hasznalok nem hasznaltak az elvart érveket.

A tanulméanyban attekintett kutatdsok azt mutatjak, hogy néhany gyerek képes gy
gondolkodni a mennyiségekrdl, mint amelyek tort formaban reprezentaltak anélkiil, hogy
tudna, hogyan jeldlje azokat. Kornilaki ¢s Nunes (2005) demonstraltak, hogy olyan gye-
rekek is képesek sorba rendezni mennyiségeket és megallapitani azok ekvivalenciajat —
bizonyos szamu torta felosztasaval tobb gyerek kozott — akik még nem tanultak a tortek-
rol és nem tudtak szdmokkal leképezni a tort mennyiségeket.

A fentiek nagy jelentdsséggel birnak az oktatas gyakorlatara. El6szor is, tudjuk, hogy
a gyerekek képesek természetes szamok altal reprezentalt mennyiségekrdl gondolkodni
anélkiil, hogy megszamolnak az elemeket; azt is tudjuk, hogy képesek tortek altal repre-
zentalt mennyiségekrdl gondolkodni anélkiil, hogy ismernék a tort-reprezentaciot. Ez azt
egyidoben fejleszthetnék a gyerekek kvantitativ gondolkodésat. Jelenleg a legelterjed-
tebb gyakorlat — legalabbis az Egyesiilt Kirdlysagban — a megjeldlésre torekvés, s csak
késébb segitik a tanuldk tortek sorba rendezésével és ekvivalenciajaval kapcsolatos bela-
tasainak kifejlodését.

Masodszor, tjra kellene gondolni a gyerekek tort-koncepcidjanak felosztashoz kap-
csolasat. Ez a séma lassabban fejlodik, mint a megfeleltetés sémaja és ugy tinik, kisebb
mértéki belatast enged a tort mennyiségek viszonyaiba.

Harmadszor, a tanarok profitdlhatnak abbol, ha figyelembe veszik a gyerekek tortek
sorrendjére, illetve ekvivalencidjara vonatkozo érveléseit. Az oktatdsi gyakorlat soran
ugy tlinik, hogy algoritmusokat tanitunk a gyerekeknek, amelyek a mennyiségek megér-
tése nélkiil reprezentaljak ezeket a belatasokat. Hidba kapjak a gyerekek azt a feladatot,
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hogy t6bbszor egymas utan duplazzék meg a szamlalot és a nevezdt €s igy hozzanak 1ét-
re ekvivalens torteket, a folyamat sikeres megtanulasa nem egyenld annak belatasaval,
hogyan is miikodik az. Ha a tanar ismeri a tanulok érveit az ekvivalencidkkal kapcsolat-
ban, akkor a tanar segithet a tanulénak szamszertien is kifejezni belatasat, esetleg 1étre-
hozni egy algoritmust.

Végiil, az itt bemutatott elemzés a tortek tanitdsat és tanuldsat vizsgald uj kutatasi
iranyt nyit. Az j kutatési kérdés forrasa az az elgondolas, mely szerint a gyerekek bela-
tast nyerhetnek a tort mennyiségek relacidiba még azeldtt, hogy le tudndk irni azokat.
Lehetséges felvazolni egy kutatasi tervet, amely nem a gyerekek tortekre vonatkozo tév-
képzeteivel foglalkozna, ahogyan sok multbeli munka, hanem a gyerekek tortekkel kap-
csolatos sikerélményeivel, amikor a tanitas a mennyiségek viszonyainak atgondolasabol
indul ki a reprezentaciok megtanultatasa helyett.
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ABSTRACT

TEREZINHA NUNES: UNDERSTANDING RATIONAL NUMBERS

Although there are different subconstructs or meanings for rational numbers (see, for
example, Behr, Harel, Post, & Lesh, 1992; Kieren, 1988), it seems reasonable to seek the
origin of children’s understanding of rational numbers in their understanding of division. Our
hypothesis is that in division situations children can develop some insight into the
equivalence and order of quantities that would normally be represented by fractions, even in
the absence of knowledge of representations for fractions, either in written or oral form. In
our analysis we reviewed the empirical literature of this field. The mathematics education
literature traditionally considers two types of division problems: partitive and quotative
division. This classification distinguishes two ways in which children use the same scheme of
action, which will be referred to here as partitioning. Although partitioning is the scheme that
is most often used to introduce children to fractions, it is not the only scheme of action
relevant to division. Children also use correspondences in division situations when the
dividend is represented by one measure and the divisor is represented by another measure.
Empirical results show that both partitioning and correspondences could help children
understand something about the equivalence between quantities. However, the reasoning
required to achieve this understanding differs across the two schemes of action. Children can
use the scheme of correspondences to establish equivalences between sets that have the same
ratio to a reference set (Piaget, 1952); re-distribute things after having carried out one
distribution (Davis and colleagues); to reason about equivalences resulting from division both
when the dividend is larger or smaller than the divisor (Bryant and colleagues; Empson,
1999; Nunes and colleagues); and to order fractional quantities (Kieren, 1993; Kornilaki &
Nunes, 2005; Mamede, 2008). In using partitioning, students can develop insight into the
inverse relation between the number of parts and the size of the parts through the partitioning
scheme but there is no evidence that they realize that if you cut a whole in twice as many
parts each one will be half in size. Finally, improper fractions seem to cause uneasiness to
students who have developed their conception of fractions in the context of partitioning; it is
important to be aware of this uneasiness if this is the scheme chosen in order to teach
fractions.
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